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(Ein oollftfinbiges Dei^etcfynis ber Sammlung „Aus TTatur 
unb (Deiftcstuclt 4 ' bcfinöct fid) am SAIufj btcfcs Banbes. 



Die Sammlung 

„Rus tlatur unö (BeijtestDelt" 

bie nunmehr auf ein mebj benn 3et)ni&I)riges Befteb,en 3urtidblkfen 
barf unb jefct 240 Bänbe umfajjt, oon ben 60 bereits in 3roeiter 
bis oierter Hufloge oorliegen, oerbanft ifjr flEntftefjcn bem XDunfdie, 
an 6er (Erfüllung einer bebeutfamen f03ialcn Anfgabe mit^uioirfen. 
Sie foll an if)rem Heil ber unferer Kultur aus ber Sdjetbung in 
Haften brofjenber (Bcfafjr begegnen fyelfen, foll bem (belehrten es 
ermöglichen, fid) an roeitere Kreife 3U roenben, bem materiell at» 
beitenben ITTenfcfjen (Gelegenheit bieten, mit ben getftigen (Errungen* 
febaften in Süfjlung 311 bleiben. Der (Befaljr, ber fjalbbilbung 3»' 
Menen, begegnet [ie, inbem fie nid|t in ber Dorfüfjrung einer Sülle 
von £er>rftoff uno £eh,rfäfoen ober etroa gar unertoiefenen fjqpo- 
ttjefen tfjre Aufgabe fudjt, fonbern barin, bem £efer Derftänbnis 
bafttr 3U oermitteln, roie bie mobeme tDiffenfdjaft es erreicht b,at, 
über roid|tige $ragen oon allgemeinftem 3ntcreffe Cidjt 3U Der- 
breiten. So leljrt fie nidjt nur bie 3ur3eit auf jene fragen er * 
3telten Antworten lennen, fouberu 3ugleic§ burdj Begreifen ber 3UT 
£ö(ung oertoanbten ITTetfyoöert ein felbftänbiges Urteil geroinnen 
über ben (Brab ber 3uoerläffigfett jener Antworten. . 

(Es ift geurijj burdjaus unmöglid) unb unnötig, bafe alle XDelt 
firfl mit gefcrjidjtlicrjen, naturu>iffenfd]aftlid)en unb ptyfofophifcrjen 
Stubien befaffe. (Es fommt nur barauf an, bafe jeber ITIenfcb, an 
einem punfte fid) über ben engen Kreis, in ben ifm freute meift 
ber Beruf emfdjlie&t, ergebt, an einem Punfte bie fjreifjeit unb 
Selbftänbigfeit bes geiftigen Cebens geroinnt. 3n biefem Sinne 
bieten bie eurjelnen, in fidj abgcfdjloffenen Sdjriften gerabe bem 
„Caien" auf bem betreffenden (Öebiete in ooller Anfdjaulichfeit unö 
lebendiger Sxifäe eine gebrängte, aber anregenbe Überfielt. 

$reilid) fann biefe gute unb allein berechtigte Art ber popu- 
farifierung ber tDiffenfcrjaft nur oon ben erften Kräften geleistet 
roerben; in ben TMenft ber mit ber Sammlung ©erfolgten Auf- 
gaben haben fid} benn aber aud) in banfensroertefter tbeife oon 
Anfang au bie beften Hamen geftellt, unb bie Sammlung $at fid} 
blefer (Teilnahme bauernb 31t erfreuen gehabt 

So roollen bie fdjmuden, geb.altool!en Bänbe bie Sreube 
am Budje roerfen, fie roollen baran geroöfmen, einen f leinen Be- 
trag, ben man für (Erfüllung lörperlidfer Bebürfniffe mift an3u- 
feiert pflegt, aud) für bie Befriedigung geiftiger an3uroenben. Durdj 
ben billigen preis ermöglichen fie es tutfächlidj jebem, aud) bem 
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£)a§ Dortiegenbe Südjlein bietet bie ©runbbegriffe unb #aupt= 
fäfce ber Snp^eftmalred^nung in einer gortn, bie ungefähr ben 
ntobemen 2fafc§auungen entfprid&t. ift überall ber SBerfudjj ge- 
mad&t, fo ftreng wie möglich ju {ein, o^ne bo$ burdj tiefes (5in= 
gefjen auf alle ©d&nrierigfeiten ben Sefer abflufd&recfen. (SKne oöllig 
ftrenge 33egrünbung ber Snfiniteftmalredjnung ift nur nadj flarer 
geftlegung beä 3^^tbegriffS mögltd). @ine foIct)e f|ätte aber in ben 
3ftaf)men biefer ©djrift nidjt hineingepaßt. £)eöljalb würbe baoon 
abgefeljen. 

$er SSerfaffer fjofft, baß jeber ©ebübete aus biefem Meinen 
58u<$ einen begriff von bem SBefen ber Snfiniteftmalredfjnung ge« 
«innen fann, unb baß inäbefonbere audj ber tnatljemattfcfje 6tubent 
9hi$en barauS gießen wirb. 

Sonn, ©eptember 1907. 
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$tftotifcf)e Überfielt 





©rfteä ftapitet. 



§ L Vtxänhtxli^t wtfo ftrafhmtnt. 

©ine 93eränberlidje ift eine ©röfje, bie uerfdjiebene Söerte 
annimmt, eine ßonftante bagegen eine ©röjje, bie if>ren 2öert 
nid^t änbert. ©o jtnb 3. 33. ©röfje unb ©eroidjt eines ^eran* 
madjfenben :3Jtenfdjen ;öeränberlid>e, Steter unb Kilogramm, mit 
benen mir jene meffen, Stonftanten. 2Iudj bie feit einem he- 
ftimmten 3eitpunft oerfloffene 3^it ift eine 33eränberlid>e, roäljrenb 
bie ©efunbe, mit ber mir fte meffen, eine ßonftante ift. 

§ 2. «tfunkttoiteii txntx Vtxitnhtxtitiitn. 

$er gunftionSbegriff ift ber roidjtigfte begriff ber leeren 
ÜJtatfjematif. 3n ber Slffgemeinljeit, roie mir ujn jefct ertlären 
roerben, fyat ttjn jum erften Wlal SMridjIet eingeführt (1837). 

y fjeifjt eine gunftion oon x, menn ju jebem 2öert 
oon x ein 2Öert oon y gehört. Sejeic^nen mir j. 33. mit # 
baS genaue Lebensalter eines -JRenfdjen, mit y bie ©röfje (ober 
baS ©enndjt) biefeS -äftenfdjen im Hilter x, fo gehört offenbar $u 
jebem 2Bert oon x ein Söert oon y. ©röfje unb ©enric^t eine« 
SRenfdjen finb alfo gunftionen feines 2UterS. 

SÄnbere 93eifpiele für gunftionen finb fofgenbe: 

Oberfläche unb Snljalt einer Äugel finb gunftionen iljreS 
föabiuS. 

2Me ©nbgefchroinbigfeit eines fattenben ßörperS ift eine gunftton 
ber gaßf)öf)e. 

$)aS Volumen einer ©aSmenge ift (bei gegebener $empe= 
ratur) eine gunftton beS 3)rucfs. 

23ir empfehlen bem Sefer, weitere S3eifpiele für gunftionen 
aus ©eometrte, $f)t)ftf unb Gwenne felbft hw fl uS$ufuchen, um fic$ 
baburd> ben gunftionSbegriff möglidjft flar $u machen. 

«Ku« 197: ÄotDoIewSfi. 3nfuilteflmalredjmtnfl. 1 
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2öenn y eine gunftion oon x ift, fo nennt mon x bie 
unabhängige, y bie abhängige SSeränberli^e. 

Um au^ubrücfen, bafj y eine gunftion oon x ift, fa)reibt man 

y =" f( x ) (SieS: „y gleich /* oon #".) 

$at man gleichseitig oerfchiebene gunftionen ju betrauten, 
fo roenbet man bie Sejeid^nungen f(x), g(x), h(x), . . . ober 
q>(x), x{x), y(x), . . . an. ©3 werben faft alle Suchftaben 
(grofje unb Heine) jur Sejetchnung oon gunftionen benufct. 

§ 3* «Jfimhtumen Mit ttwljrmn l)eräni>erlid}nt. 

z ^ei^t eine gunftion oon x unb y, toenn $u jebem 
2öertfnftem x, y ein 2öert oon z gehört. 5ftan nennt x 
unb y bie unabhängigen $eränberlichen, z bie abhängige 
SSeränberliche unb fdjreibt 

* = A>/ y) • 

©inb neben f(x, y) noch anbere gunftionen oon x unb y ju 
betrauten, fo nimmt man bei ihnen ftatt f anbere 23uchftaben. 

$etfptele für gunftionen von $n>et $eränderUc$ett. 

£>er Snfjalt eines SRechtecf $ ift eine gunftion ber beiben Seiten. 
$>a3 SBoiumen einer ©aSmenge ift eine gunftion oon $)rucf unb 
Temperatur. £)er 2e[er möge felbft weitere Seijpiele bilben. 

3n burd^aus entfpredjenber Söeife befiniert man gunftionen 
oon brei, oier, fünf, . . . SSeränberlichen. 

§ 4. ®*0m*tri|jtje jDnrfieUnu$ ter Suhlen, ial)bnpaare 

mtü B<üjletttrip*L 

$)e8carte8 h a * * n feiner „Geometrie" (1637) gelehrt, wie 
man bie 3afyfen burch bie fünfte einer ©eraben, bie >$a\)Ur\vaaxt*) 
burch bie fünfte ber @bene, bie Sahlentripel*) burch bie fünfte 
beä SRaumeS in einfacher Söeife oerfinnlia)en fann, unb er tourbe 
baburdj ber SBegrünber ber analntifc^en ©eometrie. 

1. 2öemt mir eine ©erabe betrauten (gig. 1), fo tonnen 
mir un§ in jroei oerfäiebenen Dichtungen auf il)r beroegen. $ie 

*) ©enau genommen müßten mir fagen „georbnete 3af)Ienpaare" 
unb „georbnete 3 a hfcntrtper', roeil in jebem $aar ein 1. unb 2., in 
jebem Tripel ein l., 2. unb 3. ©lieb untertrieben mirb. 



Digitized by Google 



ÖJeometrifdje Starftettung bet 8ahl cn - 



3 



eine btefer Selben Sfädjtungen ift in bet Sigur burdj einen ^ßfetl 
marfiert. ©ie fod bie pofttioe heijjen, bie anbere bie negative. 
Eine SBemegung auf unferer ©eraben in pofittoer SHidjtung motten 
mir eine SSormärtäberoegung, eine Bewegung in negativer 
^Richtung eine SRüdioärtSbemegung o a b p p 

nennen.*) -ftun fei A ein erfter, B ein - 1 — 1 1 1 ^ 

jmeiter Sßunfi auf ber ©eraben; d fei bie ~~~ > 

Entfernung Selber, gemeffen mit einer ju 8 ' *" 

©runbe gelegten Sängenein^eit. 23emegen mir unä auf ber ©eraben 
oon A nach B, fo befchreiben mir bie ©trede AB. §aben mir 
babei eine SBormärtöbemegung ausgeführt, fo motten mir fagen: 
$ie ©trede AB hat bie 3Kafoaf)l d. 

#aben mir eine SRüdmärtäbemegung ausgeführt, fo motten 
mir fagen: 

$)ie ©trede AB hat bie -Dia foa1)l—d. 

£)ie 9ftaf$jal)t einer ©trede AB ift alfo bie mit einem ge= 
miffen SBorjeichen oerfehene Entfernung ber beiben fünfte A, B. 
$)tefeä SSorgeid^en ift baä S^en +, menn man oon A nad; B 
burch eine SSormärtSberoegung gelangt (bie Sofomotioe alfo oon 
A naö) B oorroärtS fahren mujj) baä 3eic^cn — , menn man oon 
A naa) B burch eine SftüdmärtSbemegung gelangt (bie Sofomotioe 
alfo oon A nach B rüdroärtä fahren mufe). 

3)ie -Jftajiäahl ber ©trede AB motten mir mit AB be* 
zeichnen, bie Entfernung ber beiben fünfte A, B bagegen mit 

I AB V 

$)ann ift offenbar \AB\ = \BA\, aber 

(1) ~ÄB = - BA; 

benn menn bie Sofomotioe 3. 33. oon A nach B »ormärtä fährt, 
fo mufj fie oon B nach A rüdmärtS fahren. 

Eine mistige Delation befteht jmifchen ben burch brei fünfte 
A, B, C beftimmten ©treden. Eä ift immer 

(2) AB + JB~C + C~A = 0 ober AB = CB- CA. 
$)iefe gormel fann man auä ber §ig. 2 ablefen, meldte bie 



*) (53 ift amedmäfctg, fich oovju fallen , bafc bie GJerabe bie eine 
ber beiben Schienen ift, auf benen fich eine Sofomotioe befoegt, bie 
nicht umgebreht »erben fann. 
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oerfd&iebenen Slrten, nrie bie fünfte A, B, C liegen tonnen, üer= 
anfc^aulid^t. Sttan mujj babei auf bie Delation (1) SftiUfftdfjt nehmen. 

3^ad) biefen Sorbe* 
reitungen tonnen mir bie 
23erfinnlid)ung ber $aty 
Ien burä) bie $unfte einer 
©eraben, bie wir bie 
" 3o^cnIinie nennen, in 

m 2 ' folgenber Sßßeife beroerf= 

ftelligen. 2öir wählen auf ber ©eraben (»gl. gng. 1) einen feften 
SlnfangSpunft 0. S^em Sßunft P orbnen mir bann bie #aljl 

(3) x = ÖP 

ju unb nennen fte feine 2lbfjiffe. 3 roe i Betriebene fünfte P 

unb P t tyaben bann immer uerfdfjiebene 2lbf jiffen; benn aus 0P 

= ÖP X folgt auf ©runb ber gormel (2) PP ± — 0 , alf o audf) 
| PPj | = 0. Serner l äfet fta), wenn eine 3<*(}l # gegeben ift, 

ftetä P fo mahlen, bafe ÖP=ai wirb. 3ft x = 0, fo fällt P 
mit 0 jufammen; ift x pofitto, fo gelangt man oon 0 naä) P 
burdj eine SBorroärtSberoegung um x\ ift x negatio, fo gelangt 
man oon 0 nad^ P burdj eine StücfroärtSberoegung um — x. 
SDurdj Formel (3) ift alfo aroifdjen ben QcfyUn x unb ben 
fünften P ber ©eraben eine 3uorimung getroffen, roeldje folgenbe 
(Sigenfdjaften fjat: 

Sebem $unft P entfpridjt eine 3# feine Slbfjiffe; oer= 
fo$tebene fünfte fjaben oerfo$iebene Slbfjiffen; jebe 3<*^ # fommt 
als Slbfjiffe eines fünftes oor. 

(Sine foldje 3^orbnung wollen mir eine 21 6b Übung nennen. 
(§& ift unö alfo gelungen, bie ftafykn auf bie fünfte einer ©e= 
raben abjubilben. 

<5inb x unb % bie Slbfeiffen ber fünfte P bjro. P x , fo 
folgt au8 (2): 

PP X —* x x — x . 

£)er Sefer möge unter SBenufcung biefer gormel bie Slbfjiffe bes 
9)ftttelpunftä einer ©tredfe beregnen. 

2. Um eine Serfmnlid&ung ber 3<^^npaare x, y gu ge= 
minnen, gießen mir in einer (Sbene burdj einen Sßunft 0, ben 
mir ben Sin fang 3 p unft nennen, jmei oerfd&iebene fefte ©eraben 
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(ßoorbinatenadjfen). 2luf jeber von ifynen feiert mir eine 
pofttioe Stiftung feft (ogl. gig. 3). 5E)tc eine ©erabe möge bie 
#=2ldjfe, bie cmbere bie #*2ld)fe f)ei|$en. 3ft nun Pein beliebiger 
Sßunft ber (Sbene, fo gießen mir burcfj ifm bie beiben parallelen 
ju ben 2ld)fen. $)aburdj entfielt auf ber #=2(djfe ber ©dmitfc 
punft X, auf ber y=2ld)fe ber <5d)nittpunft Y. 3efct fefcen mir*) 

(4) x = ÖX=~YP y = ÖY=XP 

unb nennen x bie #s&oorbinate, y bie y?ßoorbinate tum P. 
9Ran fagt audj, a> fei bie 2lbfjtffe, y bie Drbinate oon P. 

Sebem Sßunft P ber ßbene ent= 
fpri<$t auf biefe Söeife ein 3<tt)len= 
paar x, y; bie erfte Qafy if 1 bie 
Wjiffe, bie groeite bie Drbinate 
oon P Qroei oerfajiebenen fünften 
entfpredjen offenbar oerfd)iebene ftafy 
lenpaare. 3" jebem 3ö^lcnpaar x, y 
lä&t fid> ein $unft ftnben, beffen 216* 
fjiffe x unb beffen Drbinate y ift. 

($3 ift und alfo gelungen, bie 
3af>lenpaare x, y auf bie fünfte ber (Ebene abjubilben. ®tefe 
9I6bilbung ift burd) bie eJormeln (4) beftimmt. 

3. Um eine 2lbbilbung ber 3ö^ c "tripel x, y, z auf bie 
fünfte beS Raumes ju geroinnen, jie^t man bur$ einen $unft 0 
brei ©eraben, a=2ld>fe, y=2ldjfe unb *=2ld)fe genannt, bie nid)t 
in einer @bene liegen, ©ie beftimmen paarroeife brei Ebenen, bie 
ßoorbinatenebenen. 3ft ? cm beliebiger *ßunft beS Raumes, 
fo legt man burc§ ifm brei (Ebenen parallel gu ben ßoorbmaten* 
ebenen. 3)aburd) entfielt auf ber #*2ldjfe ein ©dmittpunft X, 
auf ber Steife Y , auf ber Z=2ldjfe Z. 3e$t fejjen roir 

< 

(5) x = OX, y = OY, z = ÖZ. 

$)iefe gormein liefern, roie man leidet erfennt, eine 21 b* 
b ilbung ber $a1)kntx\vd auf bie fünfte bes Raumes. 



*) $at man auf einer ®eraben bie ^ofittoc Midjtung feftgefefct, 
jo pflegt man fte, toenn bie ®erabe eine $arallelüerfd)iebung erfährt, 
ungeänbert gu laffen. Sßadj ^eftfe^ung ber pofttioen Stiftung auf ben 
Äoorbinatenadjfen tjt aI(o audj auf ben ju tynen parallelen (Sferaben 
bie pofiribe SRtäjlung feftgetegt. 
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§ 5. Ärflmetrtfdje StarfieJlmtg i>er ^nnkttonem 

2öenn mon eine gunftton y = f(x) geometrifch barftetten 
will, fo taxin man bic Slbbilbung ber Sö^enpawc auf bte fünfte 
ber (Sbene benu^en. 3Jian fud)t für jeben 2ßert*) ber unak 
gängigen 33eränberlichen x ben $unft auf, beffen Slbfjiffe gleich x 
unb beffen Drbinate gleich f(x) ift. $iefe fünfte erfüllen eine 
fogenannte ßuroe. <Sie ^eijjt bte 33ilbfuroe ber gunftion f(x) 
unb y = f{x) bie ©leidning biefer $uroe. üJlan fann, wenn 
bte SMlbfuroe gejetd^net ift, aus i()r ablefen, welker 2öert ber 
abhängigen ^eränberltchen jebem 2Bcrt ber unabhängigen entfpricht. 

SBtll man eine gunftion z = f(x, y) geometrifch barfteHen, 
fo fann man bie Slbbilbung ber ^kn^P^ au f fünfte beä 
Raumes benufcen. 3" jebem -Jöertfoftem x, y fud)t man ben 
Sßunft, beffen ßoorbtnaten ber S^cir)e nach gleich x, y, f{x, y) finb. 
SDiefe fünfte erfüllen eine gläd&e, bte 33 ilb fläche ber gunftion 
f(p, y), unb z — f(x, y) ift bie (Gleichung biefer gläd>e. 

@rwäfmt fei nodj bie geometrtfdje $arftellung eineä $aare$ 
oon gunftionen einer $8eränberlichen, y — f{x), z = g(x). -ättan 
erhält fie baburch, bajj man für jeben 2öert oon x ben Sßunft 
auffucht, beffen ßoorbinaten ber 5Hei^e nach gleich x > f( x ), &( x ) 
finb. 3)iefe fünfte erfüllen eine ßuroe im SRaum. 6ie ift bie 
93ilbfuroe be§ gunftionenpaareä f(x), g(x). 

(Solche geometrifchen $arftellungen wie bie oben au§einanber= 
gefegten fpielen auch in Den ^aturwiffenfehaften unb in ber £echntf 
eine wichtige SftoHe. (Gewöhnlich legt man bie Äoorbinatenachfen 
fo, bajj fie jueinanber rechtwinflig finb. 3Kan fprict)t in biefem 
galle oon rechtwinfligen cartefifa)en ßoorbtnaten. 

§ 6* Wxt elementaren 4fanktumen* 

£)ie m-te Sßotenj oon x (m eine pofitioe ganje S°hO $ 
offenbar eine gunftion oon x; benn gu jebem Söert oon x gehört 
ein gan$ beftimmter 2ßert oon x™. SBenn a 0 , a if • • •, a m $on= 
ftanten oorftellen, fo ift auch 

a 0 x m + a l x m ' 1 + • • • + + a m 



*) 3ft ber $ra£i3 tnuft man fich begnügen, bieg für eine Slnjahl 
Oon ^SBerten auszuführen. Wlan erljält fo eine angenäherte $>arftetfang 
ber SBilbfurüe. Ähnliches gilt für bie SHlbfläche oon f(x f y). 
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eine gunftion von x. @ine foldje gunftion fjeifjt, roenn a 0 md)t 
null ift, eine gange rationale gunftton w=ten ©rabeä. 
©ine gange rationale gunftion Osten ©rabeS ift eine ßonftante, 
ir)rc Stlbfuroe eine parallele gur :r=2ldjfe. $>ie ©ilbfuroe*) einer 
gangen rationalen gunftion erften ©rabeS ift eine gerabeSinte. 
$ie 23tlbfuroe einer gangen rationalen gunftion 3 weiten ©rabeä 
ift eine Parabel, eine ßuroe, bie ber 2efer oon ber ©djule t)er 
fennen wirb, ©ie befielt aus allen fünften, bie oon einer 
feften ©eraben (ber Seitlinie) unb einem feften $unft (bem 
SBrennpunft) gletc| weit entfernt finb. 

(Sin Quotient aus groei gangen rationalen gunfttonen, alfo 
ein Sfoöbrucf oon ber gönn 

a 0 x m + a l x m - 1 -] Y %, _ 1 * +ß m 

~b 0 x n + b, x n - 1 + • • . + b n ~~x + b~ 

wirb al§ rationale gunftion bejeicr)net. @inen ©pegtalfall 
bation bilben bie gangen rationalen gunftionen. 

®ie reellen Gurgeln einer algebraifdjen ©leidjung 

y n + r 1 («)^ n - 1 H j- r n _ x (x)y + r n (x) = 0, 

beren Äoeffigienten r^x), . . ., r n (x) rationale gunfttonen r»on x 
ftnb, finb gunftionen oon x, bie man als algebraifdje gunf= 
tionen begeidmet. 3)te rationalen gunftionen ftnb ein Spegial= 
fad oon ifpien (n = 1). 

Slufjer ben algebraifdjen gunfttonen rennen mir nodj einige 
mdjtalgebraifdje ober tranfgenbente gu ben elementaren gunf= 
tionen. «ßunädjft ift e3 bie @sponentialfunftion a x , mobei a 
eine pofttioe Äonftante bebeutet**), unb bie gunftion 2oga= 
rttfjmuS. 

3u jebem pojttioen x gehört ein y berart, bajj a y — x 
ift***). y fjetjjt ber Sogaritljmuä t>on x gur S3aft8 a unb wirb 
a log x gefdjrieben. 3)ie gebräuchlichen Sogarttfjmentafeln begießen 
fidj auf bie 93aft3 10. ®er Sefer möge oerfudjen bie SBilbfuroen 
oon a x unb a \ogx für ben gall a = 10 gu geidmen. 



*) SBir wollen ein recr)tnjinfliqeö Mchfenfoftem gu ©runbe legen. 
$er ßejer geidjne bie $tU>furt>en oon y = Sx + 4, y = x % , inbem 
er 3ttillimeterpapter benufct. 

**) a* ift immer pofitiü. 

***) a ift pofitiö, barf aber nid)t gletä) 1 fein. 
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I. Munitionen, ©renanierte, iRttytn. 



^Betrachten mir ein rechtminfltgeö Hdjfenfnftem. 2Benn 
mir bie s*2lchfe um einen regten Söinfel brehen, fo roirb fte mit 
ber y:Md)\e §ufammenfallen, unb wenn mir in geeignetem <Sinn 
gebre^t h«ben, merben auch bie pofitfoen SRidjtungen ber Siefen 

jufammenfallcn. tiefer $)rehung3fmn, ber in 
gig. 4 burch einen $feil angebeutet ift, |ott 
ber pofttioe ^ei^en, ber anbere ber nega= 
tioe. 2Bir mollen je|t um ben &nfangfe 
*~ punft einen 5trciä befd^retben, beffen SRabiuS 
bie Längeneinheit ift. Wlan nennt if>n ben 
©in^eitsfreis. ©rfd^neibet auf ber #*2ld)fc 

einen Sßunft A auä, fo bafj OA = 1 ift. &er 
$unft A fann ftdj auf bem @in^citSfreiä in 
3wei oerfchiebenen SJÖetfen bewegen. 9Benn ber SRabiuS OA fidj in 
pofitioem ©inn brefjt, fo fagen mir, bafe A fia) auf bem Streife 
in poftttuem ©inne beroegt, anbernfallö in negatioem ©inne. 

SBefdjreibt A, mährenb er ftch in pofittbem ©inne bewegt, ein 
SBogenftücf oon ber Sänge a, fo fagen mir, bafc er ben Sogen a 
jurücf gelegt Ijat; bef treibt A, mäljrenb er ftch in negatioem 
©inne bemegt, ein Sogenftücf oon ber Sänge <*, fo fagen mir, bafj 
er ben Sogen — a jurücf gelegt Ijat. 

•iftadj biefen Vorbereitungen ift es leicht, bie betben gunftionen 
JtofinuS unb ©inuö, bie ber Sefer au§ ber Trigonometrie fennt, 
gu befinieren. 3ft x 8 e 9 e & en / f° ^ffen mir ben Sßunft A, ben 
mir oben eingeführt h<*ben, fi<jj fo bemegen, bafj er ben Sogen x 
gurücflegt. dr gelange baburch nach -P- ®i c ^Msiffe ^on P 
nennen mir cos x (ßofmuS von x), bie Drbinate sin x (©inu8 
üon x). (S§ ift alfo 

0X«=cos#, OY =sinx. 

2lu8 ber Sigur entnimmt man fofort bie Delation 

cos* x + sin 2 « « 1. 

Söon großer Sötchtigfeit ftnb bie beiben folgenben gormein: 

cos (x + x) = cos x cos x — sin x sin x , 

sin (x + x*) *=* sin x cos x' + cos x sin x , 

bie in ber (Slementarmathematif benriefen merben. 

cos« unb sin« gehören ju ben trigonometrifdjen gunf* 
tionen. Slufjer biefen beiben ermähnen mir noch bie trigono= 
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metrifcfyen gunftionen tg x (XangenS oon x) unb cot x (Kotangens 
oon x), reelle m folgenber SOßcife befiniert fmb: 

sin x cos x 

tax = , COt X = — 

e cos x ' sin a; 

2Bir empfehlen bem Sefer bic Silbfuroen oon cos;r, sina;, 
tgx, cotx ju jeidjnen. 

($8 fehlen in ber Slufjäfjlung ber elementaren gunftionen 
nodj bie fogenannten jnflometrif<$en gunftionen. 2öenn x 
gegeben tft, fo gibt es, falls x flnufdjen ben ©renken — 1 unb 
+ 1 liegt, immer jnufdjen 0 unb*) % einen Sogen, beffen 
ßofinuS gleidj x ift. be$etdjnet man mit arc cos x (2lrf u§= 

fofinuS x, b. Ij. ber Sogen mit bem #oftnu§ x). (Sbenfo gibt es 

7t 7t 

jmifd^en — ^ unb ^ einen Sogen, beffen ©inuS gleidj x ift. 

3fm nennt man arc sin x (SlrfuSftnuS x, b. f>. ber Sogen mit bem 
©inuä x). 3« älmlid)er 2Betfe werben arc tg x (2lrfu3tangen§ x, 

7t 7t 

b. \j. ber Sogen anrifdfjen — 2 unb ^ , oeffen Tangens gleidj x 

ift) unb arc cot x (2lrfu8fotangen3 x, b. \ ber Sogen jwifd^en 
0 unb %, beffen Kotangens gleidj x ift) befintert. Sei aretga 
unb arc cot x barf x alle 2Berte annehmen, roäljrenb bei arc cos x 
unb arc sin x baö x auf bie Söerte jmifa^en — 1 unb +1 
(biefe eingefdjloffen) befdjränft mar. 

Sludj biejenigen ^unfttonen, bie ftdj aus einer enblidjen 
2lnja^l elementarer gunftionen jufammenfe^en laffen, wie 3. S. 
cos(ax + b), log (sin 8 x) u. bgl., motten mir elementare gunf= 
ttonen nennen. 

§ 7* 4Funktt0nf n einer juiftttnen ganjjöljligen fleränterltdfem 

ialjleitfalgen* 

y nannten mir eine gunftion oon x, menn gu jebem 9Bert 
oon x ein SBert oon y gehört, x brauet babei fetneStoegS alle 
2öerte anjuneljmen, bie es gibt; es fann oielme^r auf eine beftimmte 
üttanmgfalttgfett oon Sßerten**) befd&ränft fein. $)iefe SUtonnig* 
faltigfeit fann j. S. ein 3nteroall fein, b. f). aus allen SBerten 
x befielen, bie ben Ungleichungen a^x^b genügen. (Sin foldjeS 



*) 7t ift ber Ijalbe Umfang beS (SmtjeitSfretfe*. 
**) Stuf ber 8at)lenlinie entfpria)t i$r eine «ßunttmeng*. 
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I. ftunf Honen, (grenjtuerte, Wetfjen. 



3>nteroatt*) bejeidjnet man mit (a, b). 3ft x nur an bie ©e= 
bingung # ^ a ober an bie 33ebingung x ^ a gebunben, fo fpridjt 
man t)on bem unenblid&en Snteroall (a, oo) bjro. (— oo, o); 
baS 3ridj en oo Heft man „Unenblicty". 

$)ie Sttannigfaltigfeit oon 2Berten (ober SÖertmenge), in 
melier x ftdj beroegt, fann aber audj oon anberer Slrt fein, obwohl 
bie oben betrachteten elementaren gunftionen alle in Snteroatten 
befiniert fmb, $. 53. arc cos x, aresina; in (— 1, 1), \ogx im 
Snnern beä SnteroattS (0, 00). Wlan fann fta) für jebe beliebige 
Söertmenge ober, rote man fidj geometrifdj auäbrücft, in jeber 
sßunftmenge auf ber 3<*f)lenlinie**) eine $unftion befiniert 
benfen; e3 brauet ja nur jebem $unft ber ^ßimftmenge ein Söert y 
5ugeorbnet ju fein; benn baö allein liegt in bem gunftionSbegriff. 

2öir motten je£t eine gunltton u(x) betrauten, bei ber x auf bie 
pofitioen gangen 3<*f)lett 1, 2, 3,. . . befdjränft ift***), unb ftatt 
u(n) motten mir fürjer u n f ^reiben; u n ift alfo ber ^unftionSroert, mU 
djer ju x = n gehört, ©treibt man bie $unf tionöroerte nad&einanber 
auf, mie fte ben #s2öerten 1, 2, 3, . . . entfpredjen, fo erfjält man: 

$)a8 ift eine fogenannte Sö^lcnfolge ober furj eine golge. 

2öir motten einige 33eifptele für 3<*()fenfolgen befpred)en. 

@uf lib bilbet am Anfang beä geluvten 93udjeä feiner Elemente 
eine 3a^lenfolge, inbem er oon einer gegebenen pofitioen ©röfce 
me^r alä bie §älfte, oon bem 3Heft mieber metyr alö bie §älfte u. f. f. 
roegnimmt. ©r bilbet alfo eine 3 a ^ cn f°lö e u ir w */ u s> • • •> De t 

ber 0 < u n+l < ^-w n ift. Über biefe 3af)lenfolge beroeift er einen 

©a£ (Satj 1 beä 10. SBudjeS), auf ben mir nadf>ljer nodj jurücf^ 
fommen roerben. 

SBenn man auf jmei infommenfurable pofitioe GUrbfjen w x unb 
t/ 2 baä euflibifcfye Xeileroerfal)rent)amoenbet, fo entfielt eine 3rolge 

*) 9luf ber 3al)lenlime entfprtdjt einem enblidjen ^nterüaü eine Street e. 
**) 3)a3felbe gilt für bie ©bene unb ben SRaum. 
***) (Sine ftunftion oon n pofitioen ganjja^ltgen 83eränberlid)en ift, 
wie man beioeifen fann, nid)t3 VlflgemeinereS al$ eine ftunftion oon 
einer foldjen SScränbcrlidjen. 

f) 2)iefeS beftcr)t bann, bafe man oon ber größeren u t fo oft e8 
a,ef)t bie fleinere u 2 abfliegt, ben 9Reft t* s fo oft e3 gel)t oon u t , ben fo 
entftefjenben SReft u A fo oft e8 geljt oon w 5 ujm. 8ft 5- S3 u x = 1, 

u t = Y2 — 1, fo lautet bie (5olge u lf u S/ w 3 , . . . fo: 1, (]/2 — l), 
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u u u 2 , t/g, . . ., in welker u n+1 < u n ift, ferner w 2n+2 < ± w 2n 
unb Wj n+1 < -g M 2n-i/ f° * n ^fem gatte u lf w 8 , w 5 , . . . 
unb w 2 , w 8 , w 4 , . . ., Jorgen ber foeben betrachteten 2lrt ftnb. 
SBenn man bie Qaty ^ bis auf eine, bann bis auf jroet, bann 

bis auf breiufro. ^ejimalen beregnet, fo erhält man bie 3<thfcnfolge 
0,1; 0,11; 0,111; 0,1111; .... 

SBemt man ben Umfang beS bem (SinheitStreiS embefchrte= 
benen regulären SBterecfS, bann ben beS regulären 85ecfS, 16 s 
ecfS, 32secf$ ufro. berechnet, fo err)ätt man eine ^afjlenfolge, bie 
in ber (Siementargeometrie bei ber angenäherten öeredmung ber 
3aljl 7t oorfommt. 

(5s ift oft bequem ftatt einer 3 a h (en f°^9 e u u u *> • • 
ir)r geometrifcheS S3tlb auf ber 3djknlime j U betrachten. $a 

jebe 3 a h^ u n au f Der 3 a ^ en ^ mc & urc h emcn Sßunft P n (ben 
Sßunft mit ber Sftfeiffe u n ) oerfmnlicr)t wirb, fo entfpricht ber 
Zahlenfolge eine ^unftfolge P v P 2 , P 8 , . . . Statt oon Qaty 
lenfolgen ju reben, fönnen wir alfo oon Sßunftfolgen auf einer 
©eraben reben*). 

§ 8. tyünfm$$p\itn einer Jal)ltnf*lg*. 

P v P 2 , P 8 , . . . fei eine *ßunftfolge auf ber 3 a h* cn = 
l i n i e **). @in Sßunf t Q Reifet eine § ä u f u n g § ft e 1 1 e bief er Sßunf t= 

folge, wenn in beliebiger 9?äf)e oon Q un= , >. 

enblich oiele fünfte ber fjolgc liegen***). ^ — + 

3)aS §at folgenben <5inn: Äonftruieren Q Q h 
mir (gig. 5) um Q als ÜRittelpunft ein m 5 ' 

QnteroaÖ Q' Q" unb unterbrüefen mir in ber ^unftfolge alle 
fünfte, bie nicht in baS SnteroaH Q' Q" fallen, fo bleibt noch 

*) ©ine ^unftfolge in ber (Sbene ift äquivalent mit einer ftolge 
üon 3 a h lenpaaren: u lf v x \ u it v t ; u s , v s ; . . . (Sine ^unftfolge 
im SRaum ift äquivalent mit einer Solge oon Sahicutripeln u l ,v l , w l ; 
u % , v„ tc t ; w„ i> 5 , w 8 ; . . . 

**) $>te fünfte ber ^rolgc brausen feineStuegS alle verhieben 
*u fein, ©ie ftnb ja trofcbem mit &ttfe ihrer Qnbtjeö unterfdjeibbar. 
3. SB. ift P, P, P, . . . für uns auch eine «ßunftfolge. Sie hat bie 
§äufunn3[telle P. 

***) SBenn u„ w„, . . . bie ju P t , P., P s , . . . gehörige 3ah s 
lenfolge unb u bie ^b^ifte ton Q tft, fo jagen wir auch, u W c i fle 
§äufung$ftelle ber Sahlcnfolge. 
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I. Munitionen, ©renjttJcrtc, Siethen. 



eine ^ßunftfolge übrig, (nidjjt etma nur eine enblidfje Slnja^l von 
fünften); bieg gilt immer, roie audf) baö ^nteroatt Q' Q" ge= 
mäfjlt fein mag. 

($3 ift von großer 2Öid(jtigfeit, bafc ber Sefer ftdj ben S3e= 
griff §äufungäftefle oöllig flar madf)t, roeil biefer begriff für baö 
golgenbe grunblegenb ift. 

SDie golge 1, \, \, \, . . . f)at bie £äufung3ftelle 0 (unb 
fonft feine). SDaäfelbe gilt von ben Sa^lenfolgcn (SufltbS, bie 
mir oben ermähnt f)aben (6. 10). SDie golge 0,1; 0,11; 
0,111; . . . r)at bie #äufungäftelle \ unb feine anbere. klimmt 
man ben Umfang beö bem (SinfyeitSfrete einbef Geriebenen regulären 
2 2 =ecfS, 2 8 =edfä, . . ., fo entftefjt eine 3<rf)knfolge, beren einzige 
§äufungäftette 2 7t (ber Umfang beä @inl)eitsf reifes) ift. 3)te golge 
i / i/ f / i/ £/ • • • beiben §äufung§fteHen Ounb 1. 

@3 gibt aud) 3 a fytenfolgen mit unenblia^ oielen §äufungS= 
fteKen, ja fogar foldjje, für meldte jebe Qafyl eine £äufung8= 
ftette ift. Qebe rationale 3# (b. f). jeben Wxnöj) fönnen mir 

in ber gorm - fdfjreiben, mo p unb q ganje 3 a ^ en o^ne ge= 

meinfamen Steiler ftnb unb q pofitio ift. Drbnen mir biefem 

SBrudfj ben $unft mit ben ßoorbinaten 
x = q, y=p $u (in einem cartefifdjen 
ßoorbinatenfnftem), fo erhalten mir in ber 
@bene eine s ^unftmenge Qn gig. 6 
finb bie fünfte oon $ burdfj Sreuje mar= 
-fiert. Söetradfjten mir überhaupt alle 
fünfte mit gangja^ligen Äoorbinaten, fo 
gehören $u ifmen bie fünfte $ß. $)ie fünfte 
mit ganjjafjligen Äoorbinaten laffen ftdj 
aber alä ^unftfolge fdjreiben. 3 n Der S^9 ur 
ift buref) bie ftarfgejogene Sdmedenlinie an= 
gegeben, mie bie fünfte aufeinanber folgen. 
Unterbrücfen mir in biefer golge alle fünfte, bie nidjt burdfj ßreu^e 
marfiert ftnb, fo erhalten mir eine ^unftfolge, bie auö ben 
fünften oon $ befielt, @rfe£en mir jeben $unft burdf) bie ju 

ifjm gehörige $cn)l ~, fo erfjalten mir eine golge, in ber 

alle rationalen Sailen oorfommen unb jebe nur ein- 
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mal. 3n beliebiger üftäf)e jeber liegen aber unenblia) oiele 

rationale 3<*^ en - 2ttf° ift fö* " n f eifC S°*Ö e l eDe 3# eine 
£äufung8ftelle. 

§ 10* S5ul? mm Vleinßraf« 

£iegt eine 3 ar)(enf olge in einem enblid&en Qnter= 
oall, fo f)at fie toenigftenS eine §äufungsftelle. 

®ie 3^lenfolge liege in bem 3 nter oßtt (a, &), fo bajj alfo 
alle tyre 3 a ^ en gwjier ober gleidj a unb fleiner ober gleidj 6 
finb. 2Bir nehmen eine ganje Qafyl m, bie fleiner als a tft, 
unb wählen bie ganje 3<*^ n fo, bafj w-f-w größer als b ift. 
SDann liegen alle 3<rf)len ber golge jroifo^en ben beiben gangen 
3atylen m unb m + n. 

Unter ben Qnteroatten 
(m, m + 1), (w + 1, »w + 2), . . . , (m + n — 1, m + n) 

mufc es nun ToenigftenS eins geben, toeldjeS unenbltcfy oiele ©lieber 
ber ^olge enthält. SEöttrbe nämlidj jebeS biefer Snteroalle nur 
eine enblic^e 3ln$af>l foldjer ©lieber enthalten, fo gäbe es aucfy 
in (m, m + n) nur eine enblidje Slnjaljl; wir roiffen aber, bafj 
groifd^en m unb m + n alle ©lieber ber golge liegen. (SS 
gibt alfo fidjer eine ganje Qafy k, fo bafj in baS Snteroall 

J) (k, h + 1) 

unenbltdj oiele ©lieber ber golge fallen, teilen mir J in jefjn 
gleite SEetlmteroalle 

(*, fc + i), (k + l 0 , * + ■ ■■ (* + r 0 , * + 

fo mufj es unter ilmen roenigftenS eins geben, etwa 

meines ebenfo toie J unenblidj oiele ©lieber ber golge enthält. 
Unter ben $e$n gleiten £eilinteroalIen oon J t : 

(* + w' * + w + iöö)' ' (* + fo + i5o' k + "'"nr) 

mufj es mieber eins geben, etma 

2J 10^100' ^10^ 100/' 

s 
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I. ftunftionen, (Srengtoerte, Bethen. 



worin rote in J unb J x unenblich t>tele ©lieber unferer golge 
liegen, ©o fönnen mir unbegrenzt fortfahren. $ie 3^len k v 
1%, k 8 , . . . bie babet auftreten, gehören fämtlia) ber SReifje 0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 an. 

2)er Sefer ift baran gewöhnt jeben unenblidjen $e$imalbruch 
als eine 3 a h* 3 U betrauten. 
9lec)men mir nun bie 3af>l 



fo erroeift fie fid^ als eine §äufungsftelle unferer 3ah(enfola,e. 
$>enn u liegt in bem Snieroalt J % , Neffen Sänge gleich (^) n 



ift. ßonftruiert man um u als !ERitte ein beliebiges 3«teroaII 
(w — e, u + e), fo roirb, wenn man n gentigenb grofj mählt, 
J n in biefem Qnteroatt enthalten fein. Qn J n liegen aber un= 
enblid) oiele ftafylen ber golge, mithin auch in (u — e, u + s). 

§ 11. flomwrgwi* Jajjltttfiolgnt. <S>rettjmerte, 

2luf ©runb beS 2Beierftraf$fchen (SafceS miffen mir, bafj eine 
in einem enblid)en SnteroaU (a, 6) befinblid&e 3a^enfolge u v 
u 2 , 11%, . . . roenigftenS eine §äufungSfteße f)at. 2öir motten 
je#t ben ausgezeichneten gatt betrauten, bafj nur eine §äufungSs 
fteüc ba ift (bie mir u nennen), $onftruteren mir um u als 
•Utitte ein beliebiges Snteroatt ( w — £ , u + f ), fo fonn aufjer* 
^alb beffelben nur eine enblidje Slnjafjl oon ©liebem ber golge 
liegen. ^Bliebe nämlich na( $ Unterbrücfung aller ©lieber, bie in 
(u — s, u + /•) enthalten ftnb, noch eme ürolge übrig, fo hätte biefe 
nach Dcm 2öeierftra|fchen ©a$e eine §äufungSfteUe, bie ficher oon 
u oerfchieben märe. $)ie urfprüngliche golge hätte bann mehr als 
eine #äufungSftette gegen bie SßorauSfefcung. SÖir fönnen fomit 
folgenbeS auSfagen: 

2öäl)lt man eine beliebige pofitioe ©röfje e, fo liegen 
mit einer rnblt^en Hnjaljl üon tiuSna^men ade ©lieber 
ber |Jo Ige jmifchen u — s unb u + e. 

2Benn bie ©lieber einer golge mit einer enblichen 2lnjaf)l von 
Ausnahmen eine geroiffe (Stgenfchaft haben, fo motten mir fur$ fagen, 
bafj //föft alle" ©lieber ber golge biefe @igenfchaft haben. 

9Bir fönnen bemnach unfere obige SluSfage auch f° formu= 
lieren: 



u = 1c ~\~ 0, A?g 
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„gaft alle" ©lieber ber golge erfüllen bie Uns 

gleiajung*) , , 

\u — u n \<e, 



wie audj bie pofitioe ©röfee c gewählt fein mag. 

©tef)t eine golge u lf u % , w s , • • • gu einer 3af>l w in ber an- 
gegebenen Segieljung, fo nennt man fte f onoergent unb fagt, bafc 
u iljr ©rengroert ift, ober aud), baj$ bie golge nad) u fonoer= 
giert, ober enblicfy, ba| u n bei unenblidfj gunetymenbem n naef) 
w fonoergiert (ben ©rengroert u l)<xt, bem ©rengroert u guftrebt). 
Wlan brüeft bieg bur<§ bie gormel auä: 



lim u n = u 

n — oo 



lim ift ber 2lnfang beS lateimfdjen SöorteS limes (©renge). SJton 
lieft bie gormel fo: limes u H (ober limes oon w„) für unenblidjeS 
n gleid) u. 

$)ie oben ermähnten 3ö()IenfoIgen @uf libö fonoergieren (roie 
er felbft in <5a$ 1 unb ©a$ 2 beS 10. 23udje8 beroeift) nad) 0. 
$er Umfang beö bem (SinljeitSfreiS einbefäriebenen regulären 2"=ecte 
fonoergiert bei unenblid) gunefymenbem n nad) 2 it. 

3>e$t motten mir nod) geigen, baft bie gu Slnfang betradj = 
tetengolgen (bie in einem enblidjen SnteroaH liegen unb nur eine 
#äufungäftelle f)aben) bie einzigen fonoergenten golgen finb. 

M i/ w 2/ w s, • • • fei eine f onoergente 3al}lenfolge mit bem ©reng= 
mert u. 2Bir roiffen, bafj alle ©lieber ber golge mit einer enblid&en 
2lngaf>l oon 9lu8naf)men groifdjen u — e unb u + s liegen. 2Bäf)len 
mir nun a fleiner als bie Sluönaljmeglteber unb gugleia) fleiner als 
u — «, femer b größer als bie 2luSnaf)meglieber unb gugleidj größer 
als w + £, fo liegen alle ©lieber ber golge groifd£)en a unb fr. ©äbe 
eS aufjer u (meines offenbar eine §äufungöfteHe ift) nodj eine anbere 
$äufungSftelle v, fo müßten unenblicf} oiele ©lieber ber golge 
groifajen v — s unb v + e liegen. SP € fo fkin, °i c 3nter= 
oalle (u — s, u -f- s) unb («? — e, v + e) gang getrennt finb, fo 
fann baS nidjt fein, meil aujjerljalb oon (u — e, u + e) nur eine 
enblidje 3lngaf>l oon ©liebern ber golge liegt, u ift alfo bie eingige 
^äufungSfteUe. 

©cinerf ungern SÖenn bie golge u lf w 2 , w 8 , . . . nadj u fon* 
oergiert, unb man fügt eine enbltd&e&ngafjl beliebiger ©lieber 

*) 2Rtt \x\ begeidjnet man ben abjoluten betrag oon x. @3 
i(t aljo \x\=x, menn x pofitib, \x\ = —x, wenn x negatio ift. 
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fyinju, fo entfielt eine neue fjolge, bie aud& nac§ u fonoergiert 3 n 
ber $at liegen bie ©lieber ber neuen golge, ebenfo wie bie ber 
alten, „faft alle" jroifd^en u — e unb u + e. 

Unterbrücft man in u lf u 9 , u Zf . . . eine enblidje Slnjaljl oon 
©liebern (ober au$ unenblid^ oiele, aber fo, bafj noc$ unenbli^ 
oiele übrig bleiben), fo fonoergiert bie neue golge au$ nadj u. 

(Sine fonoergente golge bleibt fonoergent unb behält benfelben 
©renjroert, wenn man bie ^Reihenfolge ber ©lieber änbert. 

3ft lim u n = c unb lim v n = c, fo Ijat audjj bie $olge u 1 ,v 1 , 
Wj, t> 2 , Wj, v z , . . . ben ©renjroert c. 

§ 12* <£htfmlj|i* $üi}t übtt (S>xtniwttU. 
1. 2öenn 

lim u n ==■ u, lim v n = v 

ift*), fo wirb 

lim (u u + vj-u + v. 



@3 liegen nämlidj „faft alle" u n jmif^en u — - unb u + - > , eben- 

fo „faft alle" v n graifa^en t>-| unb t> + |, folglich „faft alle" 

w n + v n jroifc^en (u -f- v) — c unb (w -f t>) + e . 
2. Söenn 

lim w n =-= u, lim v n = t; 

ift, fo wirb 

lim (u n • v n ) = w • t> . 
„gaft alle" w n , v n erfüllen bie Ungleia^ungen 

\ u - u n\<*> I f-«>„|0- 

9hm ift 

wi; - = (u - u„) v + (v - v n ) u n , 

alf o ***) 

I UV ~ U n*n I £ I U - "» I I V ! + I - I I W » I 



*) 2Bir laffen ber türje falber n = a> unter betn (Sttmbol lim fort. 
**) e ift eine beliebig getollte fcofittüe ®ro&e. 
***) 2Bir benufcen Ijier ben leidet beweisbaren <Safc: | a + 6 | 
<g ; a | + | b |. daraus folgt audj (metl u n = u + t* n — t* ift) 

w„ I ^ I w I +|w — «*» |. 
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^fjafi alle" Sßrobufte u n v n erfüllen fomit bie Ungleichung 

Söä^len mir, roenn e' eine beliebig gegebene ©röfje tft, c Heiner 
als 1 unb fleiner als a': (| u \ + \ v + 1), fo wirb für „faft 

Folgerungen« 2Benn a eine $cmftante unb lim u n = u ift, 
fo wirb lim (a • =■ a • w . 2Ran brauet nur in bem Obigen 
alle v n gleich a, alfo aud) v gleich a, anzunehmen. ©e$t man a= — 1, 
fo ergibt ftch lim (— = — u. 3Jtit £ilfe oon ©a$ 1 folgt 
lim (u n — v n ) = u — v , falls lim u n = m, lim v n = v ift. 

3. Söenn 

lim u n = u unb u nicht null 

ift, fo wirb*) 

lim — = - • 

2öir wählen bie pojttioe (&röjje e fleiner als ^ | u \ , aber fonft 
beliebig. $)ann erfütten „faft alle" u n bie Ungleichung 

\u-u n \<i; 

biefe u n finb (roeil s <^\u\) ihrem betrage nach größer als j | m | . 
$>toibieren mir alfo burdj | u j \ u n |, fo ergibt fidt) 



^ 71* ' 



«II««; M 



3ft f eine beliebig gegebene pofttioe ©röjje, fo brauchen wir nur 

f < -y ju machen, um $u erretten, bafj für „faft alle" u n 

l l , 

i <>. * 

roirb. 

Folgerung. 2öenn lim w w = u, lim t> n — v unb w ungleich 
9M ift, fo h«t man 



lim — 



v 

— • 



*) m* u n feien ungleich Hütt. 

«Wu© 197: ÄoiuolchJöri, 3nfmiteftntaltedjmnt(j 



2 
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3n ber $at ift 




alfo nad& ©afc 2 unb 3 

v V n 1 V 

lim — = v - - = - • 
u n w u 

$)ie oben beroiefenen ©äfce fagen auö, bajs ber ©rengtoert 
einer Summe gleid) ber ©umme ber ©renjmerte, ber 
©renjroert einerSDifferenj gleich ber&ifferenj ber©ren§= 
werte, ber ©rengroert eines SßrobufteS gleid) bem $ro= 
buft ber (SJrenjroerte, ber ©renjmert eines Quotienten 
glet<§ bem Quotienten ber ©renjmerte ift (falls ber Kenner 
biefeö legten Quotienten mty oerfdfjnrinbet). £)er ©urnnten* unb 
ber Sßrobuftfafc laffen ft<$ leidet für eine beliebige enblid&e Slnja^I 
oon ©ummanben bjro. gaftoren beroetfen. 3- 23- f 0 *9* auS 

lim u n = u, lim v n = v, lim w n = w 

junädfjft: 

lim (v n + w n ) = v -j- w f lim (v n • w n ) = v • w 
unb bann: 

lim (w, + v n + %) = lim { u n + (v n + w n ) } 

= 2j4-( v + w) = M + t>-fw, 

lim (u n • * n • w„) = lim { • (>„ • } 

2öir motten aunädjft eine ganje rationale gunftion 

f(x) — a 0 s m + a^™- 1 H + z + a TO 

betrauten. 3ft x if x 2 , x z , . . . eine 3«fyfenfoIge, bie nad& x fonoer* 
giert, b. f). ift lim x n = x, fo ergibt fidfj aus ben obigen ©ä$en, bafj 

Hm f(zj = f(x) 

ift. 2öir nennen eine gunf tion f(x) für ben 2öert x*) ftetig , 

*) Ober an ber ©teile x. 
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trenn aus lim x n =*x immer lim f(xj = f(x) folgt*) $em= 
nadj bürfcn mir fagen, bafe bic ganzen rationalen gunftionen 
burdjioeg (b. f). für jeben 2öert oon x) ftetig finb. 

Silben wir nun einen Quotienten aus jtoei ganzen rationalen 
gunftionen, 3. 35. aus f(x) unb aus 

g(x) = b Q x n + b^»- 1 + • • • + K_ x x + b n , 

fo erhalten wir bie rationale gunftion f(x) :g(x). 3ft x einSßert, 
für welken g{x) nidjt oerfdfjnrinbet, fo folgt aus lim x n = x 

9(x n ) gix) 

(Sine rationale gunftion ift alfo für jeben 2öert x 
ftetig, ber i^ren Kenner nic^t jum SSerfdfjtoinben bringt. 

©olcfje 2Berte x, für toeld&e eine gunftion ni$t ftetig (ober, 
wie man fagt, unftetig) ift, nennt man UnftettgfettSftellen ber 
gunftion. $)a g(x) IjöcftftenS für n SBerte oon x oerfdjroinbet, fo 
l)at eine rationale gunftion nur eine enblidfje 2ln#xf)l oon Unftetig= 
fettsftellen. 

§ 14» Stetigkeit tum sin x, cos x, tg x, cot x. 

2luS ber Definition oon sin x unb cos x ergibt fidj leicht, bafj 

lim sin u n = 0 , lim cos u n = 1 

wirb, falls lim u n = 0 ift. hieraus folgt mit £ilfe ber gormein 
für cos {x + x*) unb sin (x + x*) auf ©ettc 8 bie ©ietigfeit 
oon sin x unb cos x für jeben 2öert oon x. 3ft nämlidj lim x n = x 
unb fe$t man x n = x + u n , fo wirb lim u n = 0 fein. SRun f>at 
man aber nadfj ben girierten gormein 

sin x n = sin x cos u n + cos x sin u n , 

cos x n = cos x cos w n — sin x sin w n , 

folglich 

lim sin x n = sin x, lim cos # n = cos x . 
2lud^ tga; = ift überall ftetig mit SluSnaljme ber Stellen, 

*) SSenn f(x) unb g(x) an ber ©teile x (tetig ftnb, fo gilt ba$* 
felbe öon f{x) + g(x), f(x)-g(x), f(x) • g{x), im legten 

gaHe mu& nur g(x) ^ 0 fein. $a* ergibt fid) au« ben ©äfcen be* § 12. 

2* 
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an roeldjen cos x oerfdfjunnbet. cos x oerfdjnnnbet aber nur für bic 



ungeraben 23ielfadjen oon - (b. Ij. für x = £ , • • • unb für 



* — — \ * ~ ~ ^/ * * 0 • $k ungeraben SBtelfadjen oon | 

ftnb alfo bic einigen UnftetigfeitSftellen oon tgs. 

@benfo jtnb bie SBielfadjen oon n bie einigen Unftetigfeitfc 

/y . COS *C 

fteUen oon cot s — 

' sin x 

9luf bic ©tetigfeit ber übrigen elementaren gunftionen fommen 
mir fpäter $u fpredjen. 

§ 15« iM^nötonj ;folg*n» 

(Sine golge w^Mj, t^, . . . Ijeifjt auffteigenb, wenn ^ w 2 
^ <* 3 . . ., wenn alfo fein ©lieb gröjjer ift al8 baS folgenbe. <5te 
Reifet abfteigenb, wenn ^> Wj I> % I> . . ., wenn alfo fein 
©lieb fleiner ift als bad folgenbe. S3eibe Slrten oon golgen be= 
getaner man als monotone golgen. 

@8 genügt, fi<$ mit ben auffteigenben folgen befd&äftigen, 
3ft nämlid} u x , w,, w s , . . . eine abfteigenbe golge, fo ift — u lf 
— — «V . . . eine auffteigenbe. 3Me ©a^e über auffteigenbe 
Solgen laffen ftdj baljer fofort auf abfteigenbe übertragen. 

3ft «8/ w 8 , . . . eine auffteigenbe golge, fo fann e8 paf= 
fteren, bajj jie in einem enblidjen ^nteroall liegt. £)a8 ift ber gatt, 
wenn fid) eine ©röjje g angeben läjjt, bie alle u n übertrifft; bann 
liegen nämlidj alle u n in bem ^nteroad fa, g). SBenn ed fein 
foldjeä g gibt, fo wirb jebe (nodj fo grofje) 3af)l oon „faft allen" 
u n übertroffen. 2Ran fagt aisbann, bafj u n mit june^menbem n 
über alle ©renken mäa^ft (na$ Unenblidfj fonoergiert) unb 
fd&robt lim u n = <x> . 



n = oe 



SÖir motten uns jefct mit bem Sali befdjäftigen, bafc eine 3al)l 
g erjftiert, bie alle ©lieber ber auffteigenben golge u lf t^, u 8 , . . . 
übertrifft. £)ie golge liegt bann in einem enblid&en Snteroall. ©te 
Ijat alfo nadj bem 2öeierftrajjfdjen ©afce eine #äufung8ftellc u. 
tiefes u barf oon feinem u n übertroffen werben. Söäre 3. 23. u v > u, 
fo fönnten mir eine pofttioe ©röfee £ mahlen, bie fleiner als u v — u 
ift. 3n baä Snteroatt (u — e , u + e) mürbe bann nur eine enb= 
lic^e Slnja^l oon ©liebem ber golge fallen, toeil u v unb um fo 
me^r alle folgenben u n größer al$ u -|- s. 3)a8 miberfpria^t aber 
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her <§arafteriftif<$en @igenfc§aft einer #äufung8fteHe. @8 barf alfo 
lein ©lieb ber %ol$t größer als u fein, #ätte unfere Solge nun 
jroei #äufungäftellen u unb v (v > w), fo mürben, wenn « pofttfo 
unb fleiner als v — u ift, in bem Snteroall (v — e, v + s) feine 
©lieber ber golge liegen. 2)a3 ift aber bei einer #äufung8ftelle 
unmöglich. Unfere fjolge Ijat alfo nur bie eine #äufung3ftelle w 
unb eS ift bann, wie mir miffen, lim u n = w. $amit ift folgenber 
©afc beroiefen: 

@ine monotone3a^lenf olge w^w,, u^, . . ., bie in einem 
enblidjen 3«tert>all lieg*/ ift immer fonoergent. 

3ft u ifjr ©renjroert, fo fjat man u n ^ u, wenn bie Solge 
auffteigenb, unb u H ^> u, wenn fte abfteigenb ift. 

§ 16. etlfyitlt. 

1. a fei eine pojtttoe ©röfje. 2Bir motten bie (Me, l=te, 2*te, 
3=te, . . , $oteng oon a Silben. $abur$ entfielt bie golge 

1, a, a*, a 9 , . . . 

2öenn a = 1 ift, rebujiert fte ftdf) auf 

1/ 1/ 1/ 1/ • • • / 

Ijat alfo ben ©renjroert 1. 

2Benn a < 1 ift, fo ift unfere fjolge eine aBfteigenbe. £>a 
fte überbieS in bem Snteruall (0, 1) liegt, fo ift fte fonoergent §at 
man nun 

lim a* = b, 

fo ift offenbar au$ 

lim o w_1 = 6 . 

9lnbererfeitö ift 

lim a* =* lim (a • a*" 1 ) = a • lim a n_1 , 

alfo 

6 = a6 ober 5(1 — a) = 0 

$>a a < 1, fo folgt & = 0. $amit ift benriefen: 
lima"-0. (0<a<l) 

2öenn a > 1 ift, fo roädjjft o Ä bei june^menbem n über alle 
©renjen. ©äbe e3 nämltc$ eine ftaty g, fo baß immer a n <g 
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bliebe, bann wäre 

mährenb boch (wie mir miffen) 

lim(|) Ä -0 

ift. 

2. 23eoor mir ein weiteres SBcifptcI behanbeln, wollen mir ben 
folgenben §ilföfa£ beraetfen, ben man auch jur ©rlebigung be8 
erften 33eifpielS benu|en fann. 

2öenn 1 + h > 0 unb h ^ 0 ift*), fo gilt für w = 2, 3, . . . 
bie Ungleichung 

(1 +h) n > 1+nh. 

Söir benufcen §um Semeife bte fogenannte „t>offftänbige 3>n= 
buftton". 3««öd^ft überzeugen wir uns, bafe bie Ungleichung im 
gaffe n = 2 richtig ift. 3" $at hat man 

(1 + hf = l+2h + h*> 1 + 2/1. 

©obann beroeifen mir, bafjbie Ungleichung für ben gaff n + 1 
gilt, menn fie für ben gaff w richtig ift. Multiplizieren mir bie 
als richtig angenommene Ungleichung 

(l + h) n > 1+nh 

auf betben ©eiten mit 1 +h, fo fommt 

(1+Ä) Ä+1 >(1 + Ä) (l + nh) = l + (n+l)h + nh*, 

alfo 

(1+Ä) W+1 > 1 + (w+1)ä. 

3e$t bürfen mir unfern §tlfäfa$ als beroiefen betrachten, unb 
mir wiffen alfo, bafc bie Ungleichung (l+h) n > 1+nh ftcher 
gilt, menn n eine ber 3«h^ n 2, 3, 4, . . . ift unb h ben 33ebin* 
gungen 1 -I- h > 0 unb h ^ 0 genügt. 

$iefe Sebingungen ftnb erfüllt, menn mir in ber angegebenen 

Ungleichung h — — ^ fefcen. $>ann erhalten mir aber 

(>-ir>-i 



*) 2>er SöH ift ä=0 ift triöiat 
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ober*) 

(n- 1)* (n+l) n n-1 

^ n 

ober enblidj 
b. 

( 1 + 5=ir l <( 1 + ä V (** « = 2,3,4,...) 
daraus ergibt ftdj, bajj bie $olge 

(» + D\(.+i)r.(. + 

eine auffteigenbe ift. 

©e^en wir in unferer Ungleichung (1 + h) n > 1 + nh, wo* 

rin wie bisher n eine ber 3ö^en 2, 3, 4, . . . ift, h = ^-j- / f° 

finb bie SBebingimgen 1 + h > 0 unb h ^ 0 erfüllt, unb nrir er; 
galten: 

+ ^0" > * + ^ 

ober, ba 



n . n 



b. 



(n-1)" (n+l) n ^ n ' 

l\n + l 



olfo 

(i + > (i + |) n+ 1 • (!«»« * - 2, 3/ */ • • ) 

2)otau8 ergibt ftdj, bafs bie golge 

(» + f )"- (' + !)'• (> + t)'- • • 

eine abfteigenbe ift. 

fciefe abfteigenbe golge liegt in bem SnteroaH (0, 4). ©ie 

*) Söir benufceu $ier, bafc a s -&* = (a-6) (a+6) ift. 
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ift alfo f onoergent. 3fa cn ©renjroert roollen mir mit e bezeichnen: 



üRun ift 



lim 

1 = 00 



alfo auch*) 



weil 



*+ 1 



a. (i + i) - i 

n 

2Btr haben je$t eine auffteigenbe unb eine abfteigenbe fjolgc, 
bie beibe nach e font>ergieren. 3)ie 3<*h* « fpiclt in ber Ijityeten 
Slnalnfte eine wichtige Stolle. üJlan benu^t fte als SBaftS eines So« 
garithmenf uftemS; biefe Logarithmen ^ei^en bie natürlichen 
So gar i tarnen; ber natürliche Logarithmus einer 3<*h* x $ a *f 0 
biejenige 3ahl V* roeld^e bie ©leic^ung e v = x erfüllt. @rft fpäter 
roerben mir einen bequemen 2öeg jur angenäherten Berechnung t>on e 
finben. 3e$t nriffen mir nur, bafj e groifd)en 

(1+ i)-„ b ( 1+ i r 

liegt. £iefe 3 a h* en fwb aoe * für grofte SBerte t>on n unbequem 
ju berechnen. 2luf 6 Jejunalen berechnet wirb e gleich 2, 718 281. 
3)enfen mir un8, bafe ber 3inäfujj 4 Sßrojent beträgt unb bajj 

nicht erft nach einem 3<»h r / fcnbern fchon immer nach — 3 a h r 
3infen jum Kapital gefangen unb mit oerjtnft werben. 1 3Rarf 
roächft bann in Sahr &u 1 + ^ , in 1 3<th* (* + 3^)" 
SJtarf unb in 25 Sahren &u 

,36n 

3Rarf. 



f 1 + i) 1 



Saffen mir w unbegrenzt zunehmen, fo fonoergiert biefe ©umme 
gegen e SRarf. 1 9Harf roächft alfo in 25 Sahren $u e -äRarf an, 

*) 2Bir benufcen hier ben @afc fcom ©renjtoert eine« Ouottenten. 
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roenn fogufagen in jebem Slugenblirf bie 3infen gum Kapital ge* 
fä)lagen unb mit oerjinft werben unb ber 3^*^ * ^Progent be= 
trägt. $>iefe ©ebeutung fjat bie 3^1 e. 

3. a 2 , Oj, . . . fei eine golge pofitioer 3°^ cn / me n w$* 
gang gu fein braud&en, unb eS fei lim a n = oo *). 

2Bir wollen bie golge 

(t+^.(»+i^.(«+^.... 

unterfu$en. 

v n fei bie größte ganje 3 a ^/ bie fleiner ober gleidj a n ift. 
3)ann fyat man, weil 

auä) lim v n = oo . 9Zun ift aber 

1 + — Vr<l + - <1+-, 

(• + ^r)- < (> + i)- S (i + i)- 

unb um fo me^r 
$a 

(1 \m / l\m+l 

untet m eine gonje 8<fy »erftanben, bei unenbli<$ juneJjmenbem m 
nadj e lonoerflteren, roeil {te gleich 

{+ ^4 - * (i + ir( 1+ i) 



finb, fo liegen biefe ©röjsen „faft alle" gnufdjen e — e unb e+e. 
$affelbe gilt alfo, weil lim v % oo ift, auaj oon ben ©röfien 

( 1+ _i_.)-.„ 1 ( 1+ ±)-.-, 



*) %<& bebeutet, bafj jebe 8^1 9 »on „faft allen" a n über* 
troffen toirb. 
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mithin aud) oon ben ©röjjen 

(. + fr 

®a bieä für jebeS pofttfoe « sutrifft, fo ift 

lim (l + -Y n = e . 

4. dj, 6 2 , & 3 , ... fei eine golge negatioer Qa^Un (oon 
benen feine gleich — 1 tft) unb es fei lim b n = — oo *). £)ie b n 
brausen nidfjt gan$e fyfyUn ju fein. 

2öir motten bie golge 

(>+y.- ■ 

betrauten, ©efcen wir & n = — (1 -f a„), fo wirb 

(•+^-t5.-r*'-(«+i) % ('+i). 

alfo, ba lim a Ä = oo ift, 

ii»(i + j f.)*'-« 

n = oo n 

SltteS in allem fönnen wir fagen, bajj (l + bem ®rengs 

wert c juftrebt, menn (o irgenbroie (b. l>. irgenb eine golge burefc 
laufenb) nadfj oo ober nadfj — oo foroergiert. @8 genügt fogar, 

bafe \o)\ nadj oo fonoergiert. ©efct man ^ == h,fa t onoergiert h 

(ofme jemals felbft null ju werben) nad& 9hiff unb man f)at 

lim{(l+Ä)'*j-e. 

5. 2öir motten a > 1 annehmen unb bie golge betrauten: 

a; a^"; a^, . . . 

©efcen mir 
fo ift > 0 unb 

a = (1 + &„)* > 1 +w&„ 
(naa) ber in 9tr. 2 Bemiefenen Ungleichung). 

*) b. Ij. Hm (— b n ) = oo . 
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hieraus folgt aber 

b n < - — - unb lim b n = 0 . 

ÜJlit^tn ift 

t 

lim a n = 1 . 

£at man 0< a <1, fo roirb ^ >1, mithin lim (i) w = 1, 

1. 

alfo auch mieber lim a n 1. 

Smgattc a>l iftbiegolgea,a^, a^, . . . abfteigenb, im gaße 

0 < a < 1 aufftcigenb. Qn Satte a = 1 lautet fte 1, 1, 1, . . ., unb 

i 

eä ift auch tytx lim a» =* 1 . 

2Öir motten jefct a > 1 annehmen unb unter h u 7/ 8 , h z , . . . 

eine golge pofitber 3aljlen mit bem ©renjraert 0 oerfte^en, fo bajj 

i 

alfo lim h n = 0 ift. $)ie ganje Sahl * fo geroä^lt, bafc a v < 

1 + « ift. $>a eö nur eine enblidje Sln^l oon h n gibt, bie ber 

Ungleichung h n ^ ^ genügen, fo roerben bie ©röfeen a n „faft alle" 
ben Ungleichungen 

1 < a > < a* < 1 +s 

genügen. £>a3 bebeutet aber, bafe lim a n = 1 ift. $er Sali 
0<a<l erlebigt ftd> mie oben. Seftefjt bie nach fonoer= 
gierenbe golge h t ', h^, h z ', . . . au§ lauter negatioen ©liebern, fo 
fefcen mir V = — h n . $ann ift h n > 0, 

a n = — unb lim a n = 1 . 

x ^EBir feljen, baB a h (a>0) immer bem ©rengmert 1 guftrebt, 
mie aua) h nach ^ uu * lonoergieren mag. 

Sluf ©runb biefeS (SrgebnijfeS ftnb mir imftanbe gu bemeifen, 
bafe bie gunftion a x burchmeg ftetig ift. §at man nämlich 
lim# n — x unb fefct man x n = x + h n , fo ift lim/* n — 0. 9tun 
mirb aber 

lim a x * = lim (a x • a Ä *) = a x lim a hn = a x . 
$amit ift bie ©tetigfeit oon a* an ber ©teile x bemiefen. 
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28 !• Öunftionen, ©renjtoerte, SReiljen. 

ft)ie fjunftion y = a \ogx befmierten wir bur<h bic ©leichung 
<tf = x. 2Bir motten, tote eS üblich ift, bic Safte a größer als 1 
annehmen. @S fei nun lim x n = x unb otte x n größer (fleiner) 
alö x*), folglich bie ^gehörigen Sogartthmen y n größer (fleiner) 
als ber SogartthmuS y oon x**\ SBenn es nun unenbltch triele 
V n 9^ c / b* e Ö* ö 6 e * y + £ (fleiner als y — e ) ftnb, fo wären 
bie entfpred&enben x n größer als a? + ' (fleiner als a*"*)/ «>aS wegen 
lima; n = x unmöglich ift. $)te gunftüm "logx ift olfo für jeben 
pofitwen SBert t>on x ftetig. 

6. ä x , ä 8 , ä 8 , . . . fei eine 3öM cn f°*ae mit bem (Srenjwert 0, 
eS fei alfo limh n = 0. ferner fei a > 0. 2öir bilben bie golge 

©e£en wir 

fo ift, wie roir wiffen lim s n = 0. $)urch Sogarit^mieren ergibt ftdj: 

ä ä log a = log (i + 0; 

mir wollen als 33aftö bie 3ahl ß benufcen, alfo mit natürlichen 
Sogartthmen operieren; log bebeutet bemnadj fooiel wie *log. 
9ta<h biefen Vorbereitungen wirb 

a h *— 1 g n log o loga 

Ä n ~l0g(l + fn )- | . 11' 

log\(l + ^) ,w l 

unb wir erhalten 

hm — Ä — loga j pj- = log a. 

lim log{(l + *„)*»} 

£ier$u ^aben wir benufct, bafj (1 + s n ) e * ben ©renjwert c 

hat unb bafc log x an ber ©teile x = e ftetig ift. 

2öir haben alfo ben folgenben ©a$: 
a * i 

— Ä — ( a ^ °) P re ^* ocm entert log a (natürlicher 



*) (£$ genügt wiche Solgen ju betrachten. 
•*) £c unb bie f Amtlichen x n )eien pofittn. 



'*) SBir fliegen auS, bajj irgenb ein h n gleich ^hiß ift. $ann 
firtb auch alle f« ungleich ^uH. 
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SogaritfjmuS tum a) ju, wenn h irgenbroie nadj) iftull f on= 
Der giert (oljne felbft ben 2Öert Stull angune^men). 

2Bir ^aben r)icr ein (praftifdfj aKerbtngd wenig brauchbares) 
SRittel jur Seredfjmmg ber natürlichen Sogaritljmen gewonnen. 

7. \, h t , h t , . . . fei eine golge pofittoer ©rbjjen mit bem 

©renjroert 0. 2Bir motten annehmen, bajj fie alle Keiner als ^ 

finb, alfo fleiner ate ein Viertel von bem Umfang beä 6inl)eit3= 
freifeS. 

3n gig. 7 ift ber (gm^eitSfrete bargeftellt. 25er SBogen ^1 P n , ben 
mir ftarf gejeid&net Ijaben, fott gleich h n fein. 
X n P Ä ift bamt gleich 8in h n , 0X n gleidf) 
cosä ä/ ebenfo AT n gleich tgh n . £)er gläeljen* 
in^alt beä ßretefeftorS AOP n t>erf)ält ftc$ 
ju bem Snfjalt ?r be3 (EhujeitSf reifes wie ber 
Sogen h n ju bem JtreiSumfang 2%; er ift 

alfo gleich ^h n . $aä$retecf OX n P n ^at ben 
Snfjalt 2 cos h n sin Ä n , baS $>reiecf 0-4T Ä ben 

3n^alt^tgÄ n . £)a ber ßreiSfeftor offenbar größer als baS erfte 

unb fleiner als baS gmeite $reiecf ift, fo Ijaben mir 

. i ßinÄ « 




{cosÄ n 8inÄ Ä <{Ä Ä 



2 cos h 



2)ioibiert man burety ^smh nf fo ergibt ftdjj 



2 

COS /r < 



sin h 



< 



cosh H ' 



alfo 



sin h 



C08Ä 



> COS/i tt . 



9hm ift aber 



lim cos h n = 1 , lim 



C08 /* 



-1, 



folglich audfj*) 



lim 



sink 



1. 



*) Söenn lim u„ — lim w n = c ift unb v n beftänbig jwifeften u n 
unb w Ä Hegt, f o ift aud) lim v„ = c. 3n ber £at Hegen „faft alle" 
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30 I. ftimftionen, ^renjroerte, Stetyen. 

$)a 8m _^ ^ = ift, fo fönnen mir bie SBorauSfefcung, 

bafj alle Ä n pofitto fmb, fallen laffen unb ^aben fomit folgenbes 
SRefultat: 

SXO 

iT ftrebt bem ©renjroert 1 flu, wenn irgenbroie 
nad) 9lull f onoergiert (oljne felbft ben SBert 9toll an^une^men). 

§ 17- WnenMtifc «riljen im aUgnttetnen- 

2Senn eine Beliebige Stufenfolge w lr « 2/ w 8 , . . . vorliegt, fo 
fann man aus tfn* eine neue 3t>lge bilben, inbent man juerft w t 
fjinfdjreibt, bann u t + u^, bann w x + w 2 -f m 3 ufro. ©efct man 

s n = w i + ^2 H h M «/ 

fo lautet bie neue golge 

^2' ^8' ' * * 

($3 fann fein, bafj biefe golge fonoergent ift, bafj alfo s n 
einem ©renjtoert 5 juftrebt. Söenn bieS ber gatt ift, fo fagen mir, 
bajj bie unenblidje SRci^ e 

u i + w 2 + % + • • • 

fonoergent ift (fonoergiert) unb bie ©umme s Ijat, unb mir 
fd&reiben: 

s = ^ + ^ + w 8 H 

SBenn bie golge s u s s , . . . nidjt fonoergent ift, fo fagen mir, 
bajj bie unenblidje SReilje % + u 2 + u s + • ♦ • bioergent ift 
(bioergiert). 

s i> s 2> • - • nennen mir bie $artialfummen (s n bie «=te 
^artialfumme) ber unenblid^en 9teif>e. 

2lu§ ber Definition ber ßonoergenj ergeben fidj unmittelbar 
folgenbe ©äfce: 

1. SBenn u t + + w 8 H fonoergent ift, fo ift audj 

% + w v+1 + w v+s H fonoergent unb umgelegt. 

2. 2öenn w t + w 2 + w s • • • fonoergent ift unb bie ©umme s 
f)at, fo fonoergiert aud) bie Sfteifje 

K + • ' ' + + K+i + • • • + «O + • • • 

« n unb „faft alle" w n jmifä^en c — £ unb c-\~ e. Jotgltd) gilt ba3 
aud) oon ben v n unb jmar für jebed öofittoe c. 3)a3 bebeutet aber, 
ba& lim v n = c ift. 
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Unettbli<f)e föettjen. 31 

unb Ijat bie Summe 5. (§& folgt nämlidj aus lims„ = 5, bafj audfj 
bic golge 

S n 1 f S n*' ' • * 

nadj 5 fonoergiert. 

3. 2Benn 

S = U x + + Mg H , 

fo ift 

as = aM x + au^ + au, + • • • 

4. 93et einer f'onoergenten Sfteifye rnufc limw n = 0 fein; benn 
man tyat lim s n = s, lina« n _ l = s, folglich lim (s n — 

= lim w n = 0. 

$ie Sebtngung limt* n = 0 ift übrigens für bie Äonoergenj 

ber SReifje u t + u 2 + w s H groar nottoenbig, aber feinet 

roegS fyinreidfjenb. £)a8 jeigt uns baS 93eifpiel ber fogenannten 
tyarmonifdfjen Steide 

1 4- - 4- - 1 -4- 1 H 

§ier ift w n = i, alfo Hmw Ä = 0. £rofcbem fonoergiert bie 
9teu)e nid&t. 

3n ber STat ift bie ©umme ber 2 n — 2"" 1 = 2«" 1 ©Heber 
1 1 1 

2 n-l> 2 n-l +1 ' 2 n_ 1 

grö&eral^»- 1 .- 1 ^*. 

gummiert man bie q erften (Gruppen biefer 2lrt (rc = 1, 2, . . ., q), 
fo erhält man eine $artialfumme ber Sftei^c, bie größer ift als 

eine 3^1/ meldte mir beliebig grofj mad&en tonnen. 

5. @s fei 

S — «<1 + + Wg H , * = t7 x + V 2 + V s H 

unb 

» Ä -«i+«iH h «„, = *i + v 2 + M„. 

$)ann ift 

+ «1 + «|+«, +14, + V 8 H 

3n ber £at lautet bie 2w=te ^arttalfumme s n + t n , bie 
(2« — l)=tc s„ + £ Ä — v n . SBeibe fonoergieren offenbar nadj s + t 
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ßbenfo ift 

s — t *=* 1^ — -Vj + Wg — v a + w 8 — v 8 + 

§ 18, Jriffttlf. 

1. $ie geometrif<$e SRet^c*) 

1 + 2 + 2* + 2 8 + • * * 



ift für q = 1 nic^t fonoergent, weil s n = n über alle ©renken 
toäd&ft. 3ft 2 ^ 1 , fo benufcen wir, bafj 



ift. 3m gaffe |g| > 1 nmdfrft |*J über alle ©renp, s n fjat alfo 
feinen ©reitjroert. %m gaffe |g| < 1 bagegen ift ]im? n = 0 / 




äöenn g = — 1 ift, fo finb s 2/ s 4 , s 6 , . . . äffe gleidf) 9luff, 
*i/ s *, s 5> • • • atte 9 le ^ ®« golge s u s if s 8 , . . . f>at alfo 
g ei £äufungöfteffen. 

*) 2Ran bejcic^net fo aud) bie allgemeinere SRetlje 0+a2+<H*H — 
(£ine geometrtfdje Diethe Jpielt bei bem berühmten ©opfytSma be$ 3 cn o 
bon Slea eine SRoHe: ÄdjilleS berfolgt eine ©djilbfröte nnb fann 
12 «mal fo fdmeff laufen als fte. SHe ©djilbfröte bat $u Anfang einen 
SSorfprung bon l ©tabion. SBäfjrenb Hdn'Ü'eS biefe ©trecfe burdjläuft, 

legt bie ©ctyilbfröte ~ ©tabion jurütf, iljr SSorfarung beträgt bann alfo 
^ ©tabion. §at $W)iIIe$ and) biefe ©trede burd)lanfen, fo ift ber 



SSorfprung. ber ©djilbtröte nodj (— ) ©tabion u. f. f. ^tc^itfcö t)oIt bie 



folglich 



s n = i + a + (? + -- + q n - 1 , 

2*« = 2 + 2*H Vf- x + f, 



alfo 



1 — q* 1 q n 



1 — 2 1 — « 1 — 2 
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»eifoietc für iRetyen. 33 

$ie geometrtfdje SReifye 1 + q + q* + q* + • • • fon* 
oergiert nur, wenn \q < 1 ift, unb man fjat in btefem 
Salle 

^A- = l + ^ + + </ 3 H 

2. ©ine Steide, beren ©lieber abtoedtfelnb pojitio imb negatio 
finb, Reifet eine alternierenbe Sfteifje. @ine fo!cr>e s Jteil)e l>at 
bie gorm 

a i ~ a 2 + a s "~ '*4 + * ' */ 

«nb bie a finb alle pofitio. 

<£§ gibt geroiffe alternierenbe SReifjen, beren £onoergen$ man 
fefjr leidet beioeifen fann. £>a3 finb Diejenigen, bei welken 
«i, «2, «s* • • • eine nadj !Rutt fonoergierenbe abfteigenbe golge ift, 
alfo 

a \ ^ a S ^ a 3 ^ * * ' UnD lim a « = °' 

2öenn man bie ^artiaifummen 

h = a i/ h = «i — «2/ *3 = «i — «2 + «s/ • • 

burdj fünfte auf ber fjafjlenlinie { r 

barftellt, fo bemerft man, bafj biefe i *• 4 ■* * 

fünfte fo liegen, wie e8 grig. 8 an* m s. 
beutet. $ana$ bilben 

*i/ V 5 5/ • • • ein* auffteigenbe, 
Ä 2> 5 4/ «V • • • emc abfteigenbe 

golge unb beibe golgen liegen in bem SnteroaH (s 2 , s t ). ©ie finb 
alfo beibe fonoergent, unb ba 

folglich 

lim 5 2n _ x — lim s% n = lim öt 2ä = 0 
ift, fo fjaben fie beibe benfelben ©renjtoert s. $)ie ^Heir)e 

a i ~" a a + a s * 

ift bafjer fonoergent unb fyat bie <5umme 5. Sitte s n mit ungerabem 
^nber, finb größer als s, ade mit gerabem Snbeg fleiner als s. 
5Re^men mir alfo jtoei aufeinanberfolgenbe ^artialfummen, fo liegt 
5 jtoiföen ifmen. 

«Wu© 107: ff o mal cid Sil, $nfiniteilmalt«<$nunfl. 3 
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34 I. ftunfticmen, ©rengmerte, Stetten. 

§ 19, Weisen mit polttOTtn Glitbtvn. 

SBenn alle ©lieber einer unenblia^en Sftcir)e p of i tit> ftnb, fo 
Silben bie ^artialfummen eine aufftetgenbe 3folge. ©obalb man 
fidj alfo überzeugt fyat, bafc s n beftänbig fleiner bleibt al§ eine feftc 
Saljl g, ift bie ßonoergeng ber Sftetye gefiebert; benn s n Ijat aisbann 
einen ©rengtoert s. 

Siegen groei 9teiljen mit pofitioen ©liebern oor 

w x + u 2 + m s H unb v x + v t + v z + • • • 

unb f inb bie ©lieber ber erften fleiner ober gleich ben 
entfpredjenben ©liebern ber groeiten, alfo 

fo folgt aus ber ßonoergeng ber groeiten Dteifje bie ber 
erften, unb wenn bie erfte Steide bioergiert, fo bioergiert 
aua) bie groette. 

$)iefe einfache Semerfung benufcen mir gum 33eroeife be£ 
folgenben ßonoergengfriteriumö, meines oon b'Sllembert ^errü^rt. 

<$tne unenblidje 9iei^e mit pofitioen ©liebern 

+ wj + w s H 

ift fonoergent, roenn eö eine 3°^ 3 kie fleiner aU 1 
ift unb oft alle" ©lieber ber <yolge 

«, « 8 w 4 

übertrifft. 

2öenn bie ©lieber biefer ^olge „faft alle" größer 
ober gleich 1 finb, fo fonoergiert bie 9ieir)e nidjt, meil 
nic^t einmal \imu n = 0 ift. 

3m erften gaUe beftefjen mit einer enblidjen SJnga^I oon 2lu8= 
nahmen bie Ungleichungen 

~^<q, (»=1,2,3,...) 

n 

3ft v — 1 ber größte unter ben 2lu§nafmteinbige§, fo haben mir 
folglich 

2luö ber ßonoergeng ber ?Heit)e M y + ^w, + q 2 u r H folgt 
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Siethen mit pofitiben ©lieber«. 35 
auf ©runb ber obigen 93emerfung bie ber SRetfje 

alfo audj bie ber Stteifje u t + u 2 + u 3 + • • ■ 

3m jroeiten galle befielen mit einer enblidjen Slnjahl oon 
2lu8naf)men bie Ungleichungen 



„ ^1. (« = 1,2,3,...) 

3ft roieber v — 1 ber größte ber Stuänaljmeinbijeö, fo f>at man 

U r + 1 ^ u r' U r + 2 ^ U r + lr • • •/ 

folglich 

£)a3 nnberfpridjt ber für bie ßonoergena notroenbigen S3e= 
bingung \imu n = 0. 

U n + 1 

Söenn — - - einen ©renjroert J l)at, fo ift bie Sfteifye 

«1 + " 2 + W S + * * " 

im gaße l < 1 fonoergent, im gaüe l > 1 aber nid)t; fie fon» 

oergiert audj nid)t, wenn lim-"* 1 = oo ift. 2Bä()lt man nämlidj 

im erften gatte e fo Hein, bajj q = l e aud; nod) fleiner al3 1 
ift, im jroeiten gaöe c fo fletn, baft l — s aud) nod) größer alö 1 ift, 

fo fteljt man (ba „faft ade" — jn)ifrf;en l — e unb l + e Hegen), 

U n + 1 



bafe im erften galle bie Ungleichungen - < 1 im jroeiten (roie 

im britten) galle bie Ungleichungen 1 > l mit einer enblidjen 
Slnja^l oon Sluönafjmen gelten. 



u 



Umorimuitg frer ©lieber. 

+ w 2 "I" w 3 H ? ei e ^ ne ^ e ^ e mit pofitioen ©liebern, ebenfo 

v i + v 2 + *> s + • • • S3cibe mögen biefelben ©lieber enthalten, 
nur in verriebener 5lnorbnung. $)te jraeite 9ici^e foll alfo aus 
ber erften burdj eine gewiffe Umorbnung ber ©lieber entftanben 
fein. Die erfte ffieilje fei fonoergent unb fjabe bie Summe s. Sir 
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36 I. gunftionen, ©renamerte, Nethen. 

motten beroetfen, bafj audj bic jmeite SRei^c fonoergiert unb bic 

©umme s Ijat. 3« i e *>er ^artialfumme 6 n von v l + v t -f v 3 H 

gibt e3 eine größere s„, in + v 2 + ?/ 8 + • • • Man brauet 
nur «' fo grofe $u wählen, ba|j in s n , bie ©lieber t^, t> 2 , • • •, v Ä 
atte oorfommen. S)a bie fonft in s n , nodj auftretenben ©lieber (wie 
überhaupt alle ©lieber) pofttio ftnb, f o tyat man -v ^ a w , folglich 

audj 5 > §ierau§ fteljt man, bafj bie SHei^c + 1> 2 + 1> 8 H 

fonoergiert, unb roenn mir mit <y ifjre ©umme 6e$eidmen, fo folgt 
aus s > a n nodj s ^ <r. 33ertaufo$t man jefct bie Sollen ber Beiben 
Steigen, fo ftnbet man a ^> s. ift batyer s =• a. 

SBir f>aben alfo ben folgenben ©afc gewonnen: 
Söenn man in einer fonoergenten 9ieif)e mit pofU 
tioen ©liebern bie ©lieber beliebig umorbnet, fo bleibt 
fie fonoergent unb bie «Summe ber Steide bleibt biefelbe. 

Man fann ftdj leidet überaeugen, bafj bie Äonoergenj oon | u x \ 

+ | | + I % | H bie Äonoergeng von u t -f -f w 8 H 

nadj fid^ jie^t. ($)ie w finb je$t ni<$t mein* atte pofttio.) 

3n ber %at ift 

o ^ 1 "» 1 + ^ i u n \ , o ^ i"» ! ~ "» ^ | «„ ; • 

Sllfo ftnb bie Steigen 

I «I I + M l , ' w * I + M * , • " 3 I 4- w 3 , 

unb 

2 h 2 T " 2 ' * * 

fonoergent, folglich aud) bie bura) ©ubtraftion entftetyenbe föeifje 

w i + + % H 

3Ran nennt eine SReifje + ?/ 2 + « 8 H abfolut fon* 

n er gen t, menn bie Steide | u t | + | w 2 1 -f- 1 w 3 1 H fonoergiert. 

Umorbmtng ber (^lieber. 

Sine abfolut fonoergente fteifje fann man, wie mir eben be* 
merften, immer als $>ifferenj jroeier fonoergenter ^Hei^en mit pofi = 
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Hbfolut fonüergente ffietyen. 37 
tioen ©liebem barftetten. üttan fe$t*) 

' U n ' + M * I ! - «„ 

V 2 2 ~ 

$)aun ftnb, nrie mir triff en, bie SReüjen v t + v % + v s + • • •, 
w t + w 2 + tv^ + - - - fonoergent unb Ijaben fein negatives ©lieb, 
ferner ift 

olfo u t + Mj -f m 8 H ^ifferenj ber Steigen + v % + v 3 -] 

unb u\ + w% + M s + • • • ^ine Umorbnung ber ©lieber t>on 
w i + w s + M s + ' ' ' läjjt ft<$ jejjt babur<§ erreichen, bajj man bie 
entfpredjjenbe Umorbnung in ben beiben Steigen v t + t> 2 + # 8 + • • • 
unb + w 2 + + • • • oomimmt. £>abei behalten fte aber iljre 
Äonoergeng unb tljre Summen. £)a8fclbe gilt mithin von ber SReifje 

w i + u s + w s H / unD ™ x f^abm bamit ben folgenben ©afc ge= 

roonnen: 

2Benn man in einer abfolut fonoergenten Steide bie 
©lieber beliebig umorbnet, fo bleibt fte fonoergent unb 
bie ©umme ber SRetfye bleibt biefelbe. 

§ 21. Jdr0imht am }mtx akfülut künnergenten Keinen. 

2ßir betrauten junä^ftjmei f onoergente SReüjen mit pofittoen 
©liebem 

a i + «2 + « 3 + • • • unb b x + b 2 + b 3 + • • • 

$>ie n=te ^artialfumme ber erften fyeijje A n , bie ber jroeiten B H ; 
bie ©umme ber erften SReifje fei A, bie ber jroetten B. 
Serratien mir bie SRei^c 

«i &i + «i \ + a 8 b x + aj b s + a 2 6 2 + a 3 ^ + • • • , 

fo fommen barin alle ^robufte t?or, bie ft(f) auä einem ©lieb ber 
erften unb einem ©lieb ber jmeiten SRetlje Silben laffen. $)tefe $ro= 
bufte finb in ber Söeife georbnet, bajj bie ©umme ber SnbijeS ber 
gaftoren juerft 2, bann 3, bann 4, ... ift. $ie $robufte mit ber 



*) SßiS man Ijaben, ba& feine ber @rö&en v n unb iv H öcrfdjtoinbct, 
fo fefee man etwa 

2 



17 

« 
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38 J. $unf Honen, ©rcn$njertc, föeiljen. 

Snbijeäfumme n + 1, alfo «i& n , ^3^„_i/ • • •/ a n -i^2' a iA> f mD 
fo gefdjrteben, bafc ber Suber. 0011 a roäctyft. 

9feljmen mir irgenb eine $arttalfumme S n ber SRet^c b x 4- 
+ + • • • , fo läjjt jid) ber Snber. P fo wählen, baft S Ä < A^B^ 
ift. *) daraus folgt 

S n <AB. 

Sie ^artialfummen ber SReifje & x + a t 6 2 + a% b i + • • • 
ftnb alfo alle fleiner als -41?, mithin ift bie Sfteuje fonoergent. 
3$re Summe motten wir mit S bejeiefmen. Sftefjmen mir je^t baö 
^robuft Ä n B n , fo läftt ftdfj ber 3n° c E v f° wählen, baft ^4„I? B < £ r 
ift.**) Saraus folgt 

A n B n < S. 

Sie Ungleiajung S n < AB geigt, bafj S (ber ©renjroert oon 
S n ) n\ä)t größer als fein fann, bie Ungleichung A n B n < S, 
bafc ^42? (ber ©renjmert oon A n B n ) nidjjt größer alö S fein fann. 

(Sä ift folglich S = AB. 

Sa bie Steide a x b x + «i^ 2 + a s&i + * ' ' au ^ Iwter poft= 
tioen ©liebem beftefyt, fo bürfen mir biefe ©lieber beliebig umorbnen, 
oljne bajj ifyre Summe ftdf) änbert. 

Sefct feien 

«i + w 2 + + • • • unb v x + v 2 + r 3 H 

jroei abfolut fonoergente SReiljen mit ben Summen s bjro. t 
2öir roiffen, bajj ftdj eine abfolut fonoergente SRetfje immer als Siffe= 
renj oon jroei fonoergenten Steigen mit pofttioen ©liebern bar= 
ftetten läjjt. 

Wi + «'s + + • • ■ fei bie Sifferenj ber 9^cit}en 

«1 + «2 + a i + • ' ' UnD &1 + &2 + & 3 H 

mit ben Summen -4 unb iJ, alfo w n = a n — &„, s — A — B. 
(Sbenfo fei t\ + v 2 + v 3 + • • • bie Sifferenj ber 9tteif)en 

c i + <s + <« + ' ' ' unD <*i + <h + ^3 H 

mit ben Summen (7 unb D, alfo r M = c Ä — </,,, t= C — D. 



*) Söenn ft genttgenb gro& ift, fo fommen in bem ausgerechneten 
<ßrobu!t A B fl ftdjer alle ©lieber oon S n oor. 

**) SBenn v genügenb grofe ift, fo fommen in S r alle ©lieber be3 

auSgered)neten $robuftc3 A n B n oor. 
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■ 

9?ad) bcm Dbtgen l>at man: 

A C = Cj -f a A c 2 -f a 2 q + • • • , 

AD = -f- % d 2 -f- a 2 ^i + ' * * / 
56'= + ^ + H , 

BD = b± rfj + &i ^2 "i~ ^2 ^i ~H " ' * / 

folglich 

— AC+ BD - BC — AD = + u y v 2 + u 2 v t -\ , 

toeil 

a i c i + ~~ ^i c i ~ a Y l h = ( a i ~~ & i) ( c i ~ ^i) Ä Wi^i 
ift ufio. 

$ie Steide red)tö ift nidjt nur fonoergent, fonbern audj ab = 
folut fonoergent. £)a3 allgemcinc ©lieb in ber fonoergenten 
SRei&e, bie man für A C + AD + BC + BD erhält, b. f). 

(a^+a^+b^+b^, 

ift nämlidj grbfjer alö ber SBetrag von u^, weil \u i \<a i +b i 
unb |^|<c,+ ^. 

3Kan barf ba^er in ber SReifye u x v t -f a^v^ + u % v x + • • • bie 
©lieber beliebig umorbnen, ofme bajj fie aufhört 511 fonoergteren 
unb bie (Summe st ju fjaben. 2Öir f)aben alfo folgenben Sa$: 

Wi + + w 8 + • •■• unb v x + v 2 -f- # 8 + • • • feien ab= 

folut fonoergent. s fei bie (Summe ber erften, t bie ber 
jroeiten SReifje. S3ilbet man eine SRetfje, beren ©lieber bie 
fämtlidjen ^ßrobufte w^**) finb (i = 1, 2, 3, . . .; k = 1, 
2, 3, . . .), fo ift biefe ^Hei^e abfolut fonoergent unb f)at 
bie «Summe st. 

©cifoicl. 2öir totffen, bafe bie 9taf)e 

i + q + <r 4- • • • 

unter ber SBebingung | q j < 1 abfolut f onoer gent ift unb bie Summe 
1 1 ? K fo ba& 

(l^) 3 = C 1 + « + 5 3 + • ' •) (1 + Q + q*+ • • 



*) (jebe$ nur einmal oorfommenb). 
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40 I gimfttonen, ©renjwerte, SRetyen. 

$te ©lieber u i v k lauten fu'er 

1/ Q, q\ <l\ • • 

q, q , q , - - 
q\ q\ - • 
q*, - • •, 



©3 ift alfo: 

^IMttplijieren wir biefe (a6fo!ut fonoergente) SRetlje nodj ein= 
mal mit 1 + q + g 8 H , fo ergibt fu$ eine Steide für uff. 

§ 22. yMettpttytn. 

£)te geometrifdje !Rcil)c gehört gu ben f ogenannten ^ßotenjrei^en. 
@ine ^ßotenjrei^e ift eine Steide, beren ©lieber bie fufjefftoen 
Sßotenjen einer * fwb, jebe mit einem gaftor t>erfcr)cn. Sine 
foldje SRetye $at alfo folgenbe ©eftalt: 

a 0 + «i* + «2^ 2 + « 3 # S H 

$te a 0 , a x , a„ . . . Reiften bie Äoeffijienten ber Sßotenj* 
reilje. SBei ber geometrifd)en Steide f>aben fte alle benfelben 2öert. 

2öenn eine SPotenjreuje vorliegt (b. f>. ir)rc Jtoeffijienten be-- 
fannt ftnb), fo fann man fragen: %üx meiere 2Berte oon x ift 
bie SRet^e fonoergent? 3)icfc SBerte büben ben ßont>ergen$= 
bereif ber SReifje. 

@8 gibt Spotenjretfjen, bie für alte Söerte oon x fonoergieren. 
2)a3 ftnb bie f ogenannten beftänbtg fonoergenten Sßotenjreiljen. 
(Sine foldfje Steide ift bie folgenbe*): 

SSejetdmen mir bie ©lieber mit u x , u,, u z , . . ., fo wirb 

u n 



*) n\ ift baS $robuft ber n Sailen 1, 2, . . ., n. 
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u 



@S ift folglidj lim ; — 0, unb roir fönnen auf ©runb 

be3 b'2Uembertfd&en ßritertumS (ogl. ©. 34) föliejjen, bafc 
I w i I + I M s I + I w » I + • * • fonoergiert. £>ie betrachtete Sßotenj* 
reif)e ift alfo für jeben 2öert von x abfolut f onoergent. 3f)rc 
€>umme ift, roie wir fpäter fe^en werben, gleich e*. 

(!& gibt audfj ^ote^reifjen, bienur für # = 0 fonoergieren*) 
(Sine foldje SRetr)e ift bie folgenbe: 

l + l!;r+2!z 2 +3!x 8 + ... 

§ter ift nämlidj lim ! = <x>, fobalb x ^ 0. @3 ift alfo 

ntd^t einmal lim w,, = 0. (Sgl. ©. 34.) 

Söenn eine Sßotenjreilje a 0 + + a 2 x* H für einen oon 

3Rutt oerfdjiebenen 2öert s 0 fonoergiert, fo ift fic&er lima Ä rr; — 0. 
(Sine fonoergente 3af)fenfolge läjjt ftdj aber, roie roir roiffen (t)gl 
©. 15), in ein enblic^eS Snteroatt einfdjliefcen. @8 gibt alfo eine 
3af)l g, fo bajj alle ©lieber a n x\ tfjrem betrage nadj fleiner als g 
ftnb. 9hm fc^reiben roir 



$ann ift 



a n x» 



. x • 



0 



3m gaUe | £ 1 < | a 0 | fonoergiert alfo bie SReilje 

I a o ! + I a i x I + I a t x% ; + •••/ 

weil ifjre ©lieber fleiner ftnb als bie entfpredjenben ©lieber bcr 
fonoergenten geometrifdjen SReir)e 



9 + ff 



X ' | X 12 

x~ 0 +g >x-\ + 



@§ gilt bemnadj folgenber <5afc: 

üßenn eine ^Poten^reifje für x = x Q 0) fonoergiert, 
fo ift fie im 3«n*rn *>*8 3ntert>allg (— :r 0 , rr 0 ) abfolut 
fonoergent. 

hieraus ergibt ftc§ als Folgerung: 

SBemt eine $oten$reil)e für x — 3^ bioergiert, fo ift fie auc§ 
aufcerljalb beS SnteroaCte (— X 0 , ^) nirgenbä fonoergent. 

*) &ür a?= D fonoergiert jebe Sßoteityreitye. 
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Sefct motten mir eine SPotenjretlje betrachten, bie ni<$t für 
x = 0 allein fonoergiert, bie aber audj nid^t beftänbig f onoergent 
ift. @§ gibt alfo eine oon oerfd)iebene 3af)l W r «>cl<^c 
fte fonoergiert unb eine 34* ft* mtlty P c fonoergiert. 
r 0 unb B 0 feien jroei pofttioe Sailen, bie fo gemäht finb, bafe 
r 0 <\x 0 \ unb i? 0 >|X 0 ; ift. $laä) bem obigen <Safc fonoergiert 
bann bie ^otenjreilje für x = r 0 , ro%enb fie eä für x = B 0 niajt 
tut, unb eä ift r 0 < B Q . 2öir teilen ba§ Snteroatl Ov ^o) m 2 * 
gleicfje £eile. Unter ben Seilinteroallen gibt eö bann eins unb nur 
eins, (r^ B n ), roeld&eä ftdf) ebenfo rote (r 0 , JR 0 ) oerljält, fo baft aifo 
bie ^otengrei^e für x = r n fonoergiert, für x = B n bagegen nic^t. 
$)ie golge oon Snteroaffen 

( r O/^o)> ( r V^l\ ( r 2/ Ä 2)/ • • • 

ift fo befdjaffen, bafc jebeä baä golgenbe enthält (als eine feiner 
beiben Hälften). r 0 , r v r 2 , ... ift eine auffteigenbe, i? 0 , B v B 2 , . . . 
eine abfteigenbe Jolge m öem Sntooall ( r o> -^o)- 53eibc %oU 
gen finb bafyer fonoergent, unb fie f)aben beibe benfelben ©ren^ 
wert q, weil 

lim (7? n -O = lim^-^ = 0 

ift. Die $a1)l q Ijat nun folgenbe ßtgenfajaft: 

3m ganzen ^nnern beä SnteroallS ( — (>, fonoer- 
giert bie ^otenjrei^e abfolut. 3ft nämlidj x ein 2öert im 
3>nnern oon (—(>,(>)> fo lönnen mir, ba lim r n = Q ift, n fo 
grojj wählen, bafe x audj im Innern beä Snteroattö (— r n , r n ) 
liegt. $a bie SReit)c für r„ fonoergiert, fo ift fie im Innern beä 
3>nteroall3 (-r^rj abfohlt fonoergent, alfo aua> für jenen 2ßert#. 

9luj$erljalb beä SnteroalU (—(>,(>) fonoergiert bie 
^Potenjreibe nirgenbö. 3>ft nämlidj x ein 2öert aujserfyalb oon 
(— q, q) fo fönnen mir, ba lim B n = g ift, n fo grofj roäfylen, ba& x 
aud) aufcerfyalb oon (— B n , B n ) liegt. Da bie SRetfye für i? n bioer: 
giert, fo fann fie aufterfjalb oon (— B„, B n ) ntrgenbä fonoergent 
fein Sie bioergiert alfo aud) für jenen SBert x. 

$aö Snteroall (— q,q) nennt mann baö 5lonoergenjinter= 
oall ber ^otenjreuje. q fyctf,t ber ^onoergengrabiuä. 

2öenn eine ^oten^rei^e beftänbig fonoergent ift, fo fagt man, 
fie fjabe ben $onoergeit3rabiu3 so. fonoergiert fte nur für x=0, 
fo fagt man, iljr Äonoergei^iabiuö fei 0. 
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3toeite3 Sapitet. 
§ 23, Der Sife»n^m|iurtintt. 

V = /* 0*0 fei eine gunftion, bie für alle Söerte eines gen>iffen 
Snteroalte (a, b) befiniert ift. ©ie wirb geometrifdfj burdfj einen 
Äuroenbogen bargeftellt (gig. 9)*). 

2öir wollen einen 2öert x in (a, 6) tn3 2luge f äffen; tfjm 
entfpridfjt ber gunftionSroert f(x). (Urteilen 
wir bem x einen pofttioen ober negattuen**) 
Suroadfjä Ax = h, erleben mir mit anberen 
SBorten x burdf) # -f /?, fo erholten mir ftatt 
f(x) ben gunfttonSroert f(x + h); bie 
gunftion y befommt alfo ben 3 ulü adj3 
4y = f(x + //) — f(x). £)itribieren wir 
if)n burdf) ben 3 unj adf)3 Jx = h ber un= 
abhängigen 33eränberlidf)en, bent er ent= 
fpridf)t, fo entftef)t 

dx h 

liefen 2lu3brucf nennt man einen $>tfferenjenquotienten. 
6r r)at eine einfache geometrifdfje SBebeutung. P unb Q feien 
bie ben 2Berten x unb x-\-h entfpredfjenben Äuroenpunfte. 2)ie 
©erabe PQ bilbe mit ber pofttioen 9Ridf)tung ber #;2Icf)fe ben 
SBinfcI 9***). 2)ann ift 

. f(x+h)-f(x) 
t 8 ( P= h 

$)er SHfferenjenquotient ift alfo gtetdfj ber SRidf)= 
tungöf onftanten ber ©efante PQ. 

*) 2Str beulen ein red}tttnn!Uge$ 2ldf)fenpaar. 
•*) x+h barf nidjt au|ert)alb (a, b) Hegen. SBtr muffen baljer, 
toenn x=a ift, h auf poftttue, Wenn x=b ift, auf negative SBette be^ 
fd)rä'nfen. 

***) $te 83ebeutung biefer Slugfage ift folgenbe: 2>ie ar*2ld)fe mufc 
fid), um mit PQ parallel ju tuerben, fo um 0 breiten, bafe ber $unft A 
(ögt. fttg 4) ben SBogen qp jurücflegt (ögl. ©. 8). <p ift nur big auf 
SMetfadje oon n beftimmt, tg qp f)at aber einen ganj befttmmten Sßerr, 
weil tg (qp -\-n) = tg 9 ift. tgqp nennt man bie 3Ud)tung3fottftante 
ber ©eraben PQ. 
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Wlan lann bcn ^iffcrcngcnquoticnten noch auf eine anbere 
2öetfe beuten. 2Bir motten x als bie oon einem beftimmten 2ln= 
fang gerechnete 3 C ^ betrauten unb und bann einen Sßunft benfen, 
bet fich fo auf ber 3ahlenltme bewegt, bajj er jur 3eit x immer 
mit bem SBilbpunft ber 3<*hl f( x ), ober, furj gefagt, bem Sßunft f(x) 
gufammenfättt. SÖä'hrenb beä 3 e iti nlcroa tt8 (x, x-\-h) ift er pon 
f (x) nach f(x + h) gelangt. £ätte er ftch roä'hrenb btefer 3«* 
gleichförmig beroegt, fo märe ba$u bie ©efchnrinbigfeit (2Beg*) 
burdj Seit) 

h 

nötig geroefen. £)iefe ©efchroinbigfett nennt man bie mittlere 
©efdjroinbigfeit be3 fünfte« mährenb beS Sritinteroalld ( x r 
x + h). ©ie ift, roie man fie^t, gleich bem ^Differenjenquotienten. 

§ 24, JD« 3U>l*itong unb Hb JDtfmntiöl. 

2Bir motten h nach 9hitt fonoergieren (b. h- irgenb eine**) 
golge h u h t , h t , . . . mit ber ßigenfdjaft lim h n = 0 burd^laufen) 
laffen. @S fann fein, bafe babei ber S)ifferen$enquotient immer einem 
unb bemfelben ©renjmert Ä juftrebt, bajj man alfo immer 

§at, wenn lim// M = 0 ift. 3" biefem gatte fagt man, bafe 

an ber ©teile x eine Ableitung beft|t unb bafj biefe 9lblettung 

gleich A ift. 

£ie Slblcitung ift hiernach, falls fie ejiftiert, gleich 

f(xA-h) fix) 

bem ©renjmert beä $ifferenjenquotienten - T h ~ L -- 

für nach WuII fonoergierenbeS ä. 

3Wan bezeichnet bie Ableitung, um ihre Se^ielrnng ju 
unb x hervortreten ju laffen, mit f (x). @3 ift alfo 

r(^)-iim^ +A >-^-***) 

a = o n 

*) $er SBeg tmrb wie eine @trec!e gemejfen (bgl. @. 8), ebenfo 
bie Seit 

**) SBir nehmen an, baß lein h a gleich 9tofl ift. 
***) A = o unter bem S^djen lim beutet an, bafj h naa) 9*uH lon- 
öetgteren jofl. gall* x = a, muß ä pofittD, fall« x = b, mufj ä ne* 
gatiö fein. 
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<£ine notroenbige Sebtngung für bie (Sriftenj ber Ableitung an 
ber ©teile x ift bie ©tettgfeit oon f(x) an biefer ©teße. 3n 
ber $at fjat man, wenn f (x) e^iftiert, 

alfo 

lim [f(x + h)-f(x) } - lim Ä- lim + 

$iefe 33ebingung ift aber fetneSroegg fyinretctyenb. 93e= 
trautet man 5. 33. bie gunftion 

« sin -j, *) 

fo ift Hm f(h) = f(0) = 0; fte ift alfo an ber ©teile * = 0 ftetig. 
dagegen ^at 

AÄtAO) =sin l 

2 12 

feinen ©renjroeit. Säfjt man nämlid) h bie golge / 2 " ' 

12 1 

3 ff ' • • • burdjlaufen, fo burd&läuft sin bie golge 1 , 0, 

— 1, 0, . . . , bie nidjt fonoergent ift. 

(Sbenfo roie ber £)ifferen$enquotient f>at audj bie Ableitung 
eine einfache geometrifdje SBebeutung. £äfjt man /* nadj 9tull fon= 
pergieren, fo fonoergtert ber ^ßunft Q nadj ber Sage P (b. I). jebe 
ber ßoorbmaten r»on Q nadj ber entfprecfjenben r>on P). $ie ©e= 
rabe PQ breljt fic$ um ben feften $unft P fo, bafj it)re >Jti<$tung3= 
fonftante bem ©renjroert f (x) juftrebt. SJton fagt, baji iljre ©ren y- 
lage biejenige ©erabe burdj P ift, beren SflidjtungSfonftante ben 
2£ert f (x) fjat. $>iefe ©erabe nennt man bie Tangente ber 
$im>e im fünfte P. 2£ie ber SDifferenjenquotient gletdj ber 9ftd)= 
tungöfonftanten einer ©efante mar, fo ift bie Ableitung gleich 
ber SRtcfytungSfonftanten ber Tangente. 

2Benn mir x als bie 3 C ^ betrachteten unb f(x) als bie W>- 
fjiffe eines auf ber 3 a ^ cn ^ e fic^ bemegenben fünftes, fo mar 
ber ftifferenjenquotient gleich ber mittleren ©efdjroinbigfeit roäfjrenb 
beä 3 e itinteroall3 (x, x + h). 

*) gfir a- = 0 ift bicfe gönnet fiunloS. Sir feften aber feft, 
ba& f(Q)=0 fein foH. 
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SBenn biefe bei nadfj 9full fonoergierenbem ä einem ©renj= 
wert auftrebt, fo pflegt man tyn alö bie ©efd;n>inbigfeit beä fünftes 
§ur Seit x bejeidmen. Die Ableitung f'(x) erfd&eint Ijier 
alfo als eine ©efcfjroinbigfeit. 

Da§ Differential oon f(x) ift ba§ $robuft auä ber Ab- 
leitung f{x) unb ber ©röfje h (bem 3umad(j3 von x). 2Kan be= 
äeidfmet eS mit <*/"(*). @3 ift alfo 

df{x)=f'(,)h. 

2öenn man bie SBilbfuroe t)on /X^) burd& if>re Sangente im 
fünfte P erfefct, fo ift ber 3uma^§, ben bie gunftion beim Über- 
gänge t)On x §u x + h erfährt, nidfjt meljr f(x + h) — f(x), 
fonbern f'(x)h ober df(x). Qu gig. 9 ift df(x) = BT, 
f(x + h) - f(x)-RQ. 

33enu£en wir bie anbere Deutung (x bie Seit unb f{x) bie 
Abfjtffe eines auf ber 3af)lenlinie fiel) beroegenben fünftes), fo ift 
folgenbeS ju fagen: Sftenn ber $unft bie ©efdnoinbigf eit f(x), bie 
er §ur &t\i x f)at, immer fjätte, fo würbe er in bem Seitinteroall 
(x, x + h) bie ©trecfe f'(x)h befdfjreiben, nidfjt meljr bie ©trecfe 

f(x + h) - f{x). 

Dem begriff beä Differentials, ber oon Seibnij Ijerrüfjrt, 
liegt, wie mir fe^en, ber ©ebanfe ju ©runbe, eine ßuroe in ber Um= 
gebung eines fünftes burdjj eine ©erabe ober eine beliebige 33e= 
roegung in ber Umgebung eines «geitpunfteS burdjj eine gleichförmige 
gu erfefcen. 

Die Ableitung ber gunftion x ift gleich 1, meil f<$on ber 
Differenjenquotient ( ^+*)_T_5 = t ift Jfrfolgebeffen gilt für baS 
Differential oon x bie gormel 

dx = h. 

Dag Differential oon x ift alfo h felbft. 2öir fönnen baljer in 
ber Formel df(x) = f'{x)h für h baS Differential dx einfefecn 
unb erhalten bann 

df(x) = f{x)dx. 

hieraus ergibt ftd& 

Die Ableitung ift alfo ein Quotient jmeier (511 bemfelben h 
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gehöriger) Differentiale, ein Differentialquotient. ^Oian fagt 
be3§alb \tatt „Ableitung von f(x)" audf) „Differenttalquotient 
oon f(x)". 

Die 33eredf)nung beS Differentiale ober audj beä Differential* 
quotienten einer gftmftion nennt man Differentiation (Dtfferen= 
gieren). 

§ 25- Jlifferentiatum einer Summe, einer JKfferenj, eine* 
Jflraimkte* uni> eilten (Quotienten wn jroei 4Funhtimtem 

2Ötr nehmen an, bajj bie Munitionen f{x) unb g(x) an ber 
Stelle x Ableitungen f (x), g\x) befi^en*). 

1. Sßcnn F(x) = f(x) + #0*0 ift, fo f)at man 

F{x + h) -F(x) _ f(x + h)- fix) g(x + h )-g(x) 
h h ^ h 

Die redete Seite fjat bei nadfj -Jhill lonoergierenbem // ben @ren^ 
wert fix) + (f{x), folgttcf) esiftiert F*(x), unb e§ ift 

F\x)-f(x) + <,'(*) 

ober für* 

(f + </)' = f + 9- 

Die Ableitung einer Summe ift gleich ber Summe 
ber Ableitungen. 

Der Safc gilt für eine beliebige enblic^e Anja^l tum 
Summanben. 

2. ®enau ebenfo beroetft man, bajj 

ift. 

Die Ableitung einer Differenz ift gleidfj ber Diffc= 
ren3 ber Ableitungen. 

3. Sefct fei 

F(x) - f(x) • &(x). 

Dann roirb 

F{x + h) -^(x) f(x + h) g (x_-\-_h) ~f(x) g (x) 
h " h 

*) x ift ein SBert in einem SnteröaH («, &), in n>eld)em f(x) unb 
befiniert fiub. 
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$ie rechte ©ette t)at*) bei nadj) 9tull fonoergierenbem h ben 
©ren^ert f(x)g(x) + g(x)f (x). 2llfo ejiftiert F'{x), unb 
man Ijat 

ober furj 

W = fr' + 9f- 

SBenn ^(a?) eine ßonftante c ift, fo wirb /(x) 0 (nett 
fd&on ber $tfferenjenauotient oerfdfjroinbet). $ann jrnben wir 

(pfY - «r, 

eine Formel, bie audfj bireft leidet beroeiSbar ift. 

gttr ein ^robuft t>on 3 gunfttonen $at man junädfjft 

öIf0 (/>*)' = /v + fg'h + fgv. 

Um ein ^robuft non w $aftoren ju btfferenjteren, 
multipliziert man bie Ableitung jebed gaftorö mit allen 
anbern gaftoren unb abbiert biefe m ^robufte. 

4. 2Benn F(x) =- ^ unb an ber Stelle s ungleich 

»uII ift**), fo wirb 

F(x + h) -_F<& 1 (ßx + h) _ f(x)\ 
h h\g(x + hj g(xjl 

= f{x + h)g{x)-g{x + h )f{x) 



$>ie redete ©eite ^at bei na<$ »ull fonoergierenbem /* ben 

0 0 

*) 2Ran bebenfe, bafe lim -f ä) = f(x) ift, weil /"(«) Wegen 
ber ßjiftenj öon f (x) an ber ©teile # ftetig ift. 

**) @« lägt ftä) um x ein Snteröau {x — s, x + e) fonftruieren, 
in weldjem g{x) nirgenb« berjd)Wtnbet. Störe ba$ nia)t möglia), fo 

gäbe e8 in jebem 3nteiüaQ (x — ^x-\- ^ eine ©teile x n , fo bafj 

g(x n } = 0 ift. Offenbar märe bann lim x n = x, alfo wegen ber Stetige 
feit \img(x n ) = g(x), b. f>. 0 = g(x), wa$ ntcr)t autrifft 2Btr be^ 
fdjrfinfen /* auf ba$ 3nteroafl (— *). 
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Differentiation rationaler gunfttonen. 49 
2Ufo ejiftiert F"{x), unb man ^at 

r.' /„\ 9{x)f{x)—f(x)g(x) 

W -jffä 



ober furj 

SJorauSgefefct ift hierbei g(x) ^ 0. 

WultipUjiert man bie ooigen gormein für 

<f + 9)', (f-9)', W unb Q' 
mit dz, fo nehmen fie folgenbe ©eftalt an 

1. d(f + g)-df+dg, 

2. <»(/■ - 9 )-df- dg, 

3. <*(/» - + ffd/; <%/•) = cdf, 

§ 26* Siftmttiatimt Her nrttimaUn ^Funktionen. 

2öir fjaben fdjon oben bemerft, wie ein ^robuft von m gaf* 
toren bifferenjiert wirb. 3Jtan multipliziert bie Ableitung jebeä 
gaftorS mit ollen onbem gaftcren unb abbiert biefe m Sßrobufte. 

6inb alle m gaf toren gleidj f(x), fo finbet man bie gormel 

(r)'-»f M - l f 

ober (mit dx multiplijiert) 

d(f m ) = mr~ l df. 

3m gaffe /* — £ lautet biefe gormel 

d(x m ) = mx m - 1 dx. (m— 1, 2, 3,...) 
2öir ftnb je$t imftanbe eine ganje rationale gunftion 
<?(*) - a 0 a^ + a^' 1 -\ f- a m _ 1 x + o w 

gu bifferenjieren. Daju brausen mir unä nur $u erinnern, baft 
baS Differential einer ©umme mit irgenb einer enblidjen Slnjaf)! 
oon <5ummanben gleich ber (Summe ber Differentiale biefer ©um* 
manben ift, ferner, bafe d(cf) = cdf, wenn c eine Äonftante be= 
beutet, unb jugleic^, bafj baö Differential einer ftonftanten !Wutt ift 

HSlu© 197: ftowalewatt, 3nftitt&flijiaJt«$nuita« 4 ^ 
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50 n. Differentialrechnung. 

Dann finben wir 

dG(x) = (ma^tf' 1 - 1 + (w — l)^»"*" 8 + h a OT _ 1 )da; / 

ober, roenn wir bie Ableitung ^aben wollen, 

= ma 0 x m ' 1 + (w — l)a A x m ~ 2 -\ \- a m _ 1 . 

33etrac$ten wir jefct bie rationale gunftion G(x) : H(x), roobei 

H(x) = b Q x-+b 1 x n - 1 +- • • +b n _ t x + & n 

fein möge. Üftad} ber SRegel 4 beö oorigen Paragraphen ift bann, 
wenn H(x) ^ 0 , 

ober 

* U) ö» — 

d£ unb <*J? miffen mir aber ju beregnen. 2öir fönnen fomit jebe 
rationale gunftion bifferenjieren. 

©eifpicle. 1. Die Ableitung oon x~ m = ~r (m eine po= 

x m 

fitioe ganje Qafy) lautet — ro&~< OT+1) , wenn ^ 0 ift. 
2. Die Ableitung oon # = j~ ^ ro ^ o: 

, (erc + d) (ax + 6)' — (a x+ b )(cx + rf)' 

ober 

y ~ {cx + d)~* 

ober enbltd) 

, ad — bc 
y ~~ (c^~-M) s ' 

$8orau§gefefct ift babet cx + d ^ 0. 

§ 27- liffmnttatum wm a**). 

2öenn y = a x ift, fo r)at man 

~ ä a h 



*) a ift eine pofttitte 3^1 
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Differentiation oon a x unb loga*. 51 
a h j 

ÜRun tyat, tote n>ir toiffen — ^ — ben ©rengroert log a (natürlicher 
SogaritfjmuS oon a), alfo ift 

(a x )' = a x log a . 

SnSbefonbere ift 

(«")' = * 

£)te ©Eponenttalfunftion e* f)at alfo bte (gtgenfdfjaft gletdj iljrer 
eigenen Ableitung ju fein. 

§ 28* JDiffmnttfltum wm log x. 

SBenn y = loga;*), fo roirb 

jy = log (x + h) — log« = log (* + _ 1 

^/x " /* h ' x 

x 



5ßir f e^en - = ä . $ann ift 



1 



1 \t -\ h 

^-i-fc* (1+*) 



$a ä gletd^eitig mit ä nadj 0 fonoergiert, fo f>at man (ogl. 6. 26) 

i 

-x h 



lim 



(l +ä)' J = e. 



2llfo ift (wegen ber ©tettgfett oon log«, bie mir auf ©. 28 
betotefen fjaben) ber ©renjtoert ber regten ©ette Sßir Ijaben 
bemnadf) 

(log = * 



a log x unterfdjeibet ftdj oon log x nur um einen f onftanten gaftor. 
2>a nämltdj 

fo ift 

a log#- loga = log x , 

•) x ift pofttto unb h feinem betrage naä) fleiner als x. $er 
Sogaritymua ift ber natürliche («afiS gleia) c). 

4* 
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52 U. atffferenttalrechming. 

olfo 

@3 wirb ba^er 

( log#) — ^ j 0J?a * 

$)ie 3 a h* i^ 1 ^- ^ei^t bcr 3)iobul beS SogarithmenfnftemS 

mit ber Safte a. ÜRit biefem 3Jlobul mujj man bie natürlichen 
Logarithmen multiplizieren, um bie jur Safte a gehörigen ju er- 
halten. 

§ 29. JKffmntiatian tut \xi$cmmttx\fäftn ^Funktionell. 

Wlan hat 

sin (x + h) = sin a; cos h + cos # sin h , 

alfo 

sin(a:-|-A) — sinx sink . cos/t — 1 
ft = cos x -j- + sin x — ^ • 

SKun ift 

(cos h — 1) (cos /* -j- 1) = cos 2 h ■ — 1 = — sin 2 /* , 

mithin : 

Bin (x -f- Ä) — sin x sin Ä sin h sin Ä 

25a 

.. sink , sinÄ _ 

hrn-j— 1, ^^^ = 0 

ift, fo folgt 

(sin x)' = cos x . 
Sei cosa; fommt man in ähnlicher SEBeife $um 3iele. @6 ift 
cos (x + h) = cos x cos h — sin a; sin Ä , 

alfo 

cos (x + Ä) — cosa; sink cosä — 1 
Ä ■■ - — = — sin x — ^- + cos a; ^ — 

ober 

cos (x-j-h) — cobx . sink sinÄ sinÄ 

— ^ — l_ / = _ sm # .. _ cos a; 



J» /» 1-f COSÄ' 

folglich 

(cos x)' = — sin x . 
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fctfferentiation trigonometri|djer gunfttonen. 53 

$)ie gefunbenen gormein laffen ftd> audj fo f^retben: 
(sin x)' — sin (x + * ) , 

(cos#)'= cos + y) * 

Um tg # ju bifferenjieren, lann man baoon ausgeben, baj$ 

ßinaj 
tgx= 

° COSiC 

tft*). Stuf biefc 2öeife finbet man 

C03 x (ein x)' — sin x (cos x)' 



(tg*y ^ 

cos'aT "~cÄTi7 sl 



cos* x-\- sin*« 1 



@8 ift alfo 

Slfjulid) gefjt e3 bei cot x. SDa 



cos # 

cot a; = -.- 
sina 



ift**), fo fyit man 

/ . v sin aj (cos — cos x (sin 
^ x ) ~ am*x 

sm 9 x 4- cos* x 1 , o \ 

= — = — -r--, = — (1 + cot 2 *) . 

ift alfo 

(cos*)' — ~ x - - (1 + cot 8 *) . 
$er Scfcr berechne bic Ableitung non — ^— imb oon 



cos x sm x 

§ 30- Her ^«Mmertfaf?. 

£Hf«ftt$. 2öenn /*(a) > 0 unb f(b)<() ift unb /*(*) 
roeber bei a nodj bei b nodj aud) $nufdjen a unb 6 eine 
Unftctigf cit aufmetft***), fo gibt e§ anufdjen a unb b ein c 
berart, bajj /*(c) = 0 ift. 

*) ©5 batf niä)t cos x = 0 fein. 
•*) ©5 barf niä)t sina:=0 fein. 

•**) 993ir »erlangen genau gejagt folgenbeS: SBenn a^x n <,b 
unb Hm .r rt a: ift, jo foß immer lim f{x n ) = /"(a:) fein. 
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54 II. $ifferenttalrcchnung. 

ÜJelnnen tvix an, bafc f (x) jroifchen a unb b nirgenbä oer= 

fdjroinbet (alfo baä ©egenteil be§ behaupteten). Dann ift /* (^y^) 

entroeber pofttio ober negatio. 3m erften gaffe fönnen bie Söerte 

a i = ~2 b / & i = b, i™ feiten gaffe bie 2öerte a 1 = a,b 1 = - ■ ~ 

bie hoffen üon a unb 6 übernehmen; benn eg ift f(a 1 )>0 unb 
/" ( & i)<°- ^ on a i unD &i {^langen mir in genau berfelben Söeife 
ju jroei neuen SBerten a % unb & 2 , fo bafe f (a 2 ) > 0 unb f (b 9 ) < 0 
ift, ufro. 2Sir geroinnen auf biefe SBeife in bem enblidjen 3nter= 
oaff (a, b) aroei monotone folgen. Qebe oon ifmen ift, mic mir 
roiffen (ogl. ©. 21), fonoergent unb beibe fyabtn benfelben ©ren§= 

roert c, roeil b n — a n = (6 — a), folglich lim (&» — a n) = 
0 ift. 

Da roegen ber Stetigfeit oon f (x) 

lim />„) = /•(*) 

ift unb alle /'(a„) pofttiu finb, fo fann f (c) nicht negatio fein. 
f (c) fann aber auch ™fy pofitto fein, roeil 

lim f(b n ) -f(c) 

ift unb äffe /* (b n ) negatio finb. @3 mufc baljer f (c) = 0 fein, 
unb baö rotberfpricht ber §u Anfang gemachten Sinnahme, bafi f (x) 
jroifcfjen a unb b nirgenbö null ift. 

golgeruttg. 2öenn f(a)=A, f(b) = B Q^A), C eine 
$afyl ^roifchen A unb B ift unb f (x) roeber bei a noch & 
noch auch grotfehen a unb b eine Ünftetigfeit aufroeift, fo 
gibt e£ jroifchen a unb b ein c berart, ba£ f(c)= C ift. 

2öir bilben, um biefe Folgerung 511 beroeifen, <p (x) = ^^p^ 

Dann ift (p (x) ebenfo roie f (x) ftetig, unb aujjerbem ift 
(p (a)>0, q> (b) <0. 9lIfo gibt eö nach bem §ilf3fa$ jroifchena 
unb b ein c berart, bajj <p (c) = 0 ift. Da§ h c i&t a & cr /* ( c ) = 

Sljcorein bon Wolle. f(x) fei roeber bei a noch u « s 
ftetig*) unb habe ^roifdjen a unb b überall eine Ableitung; 



*) SStr »erlangen genau gefagt f olgeitbeS : Söenn a < x n < 6 unb 
lim# n = a ober lim # n = o tjt, fo {oll immer lim f(x H ) — f{a) bejto. lim 
f(x n ) = f(b)\tin. 
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Xljeorem öon Stolle. 55 

ferner fei f(a) = f (6). $)ann gibt eö jroifdjen a unb b 
ein £ berart, bafc /'(f) = 0 ift. 

3unädjft Bemerfen mir, baft f (x) audj jmifdjen a unb b übex- 
att ftetig ift. 2)a3 folgt au§ ber @£iftcn$ ber 9lBIettung. f(x) Ijat 
alfo roeber Bei a nod) Bei b nodj au<§ grotfe^cn a unb 5 eine Um 

ftetigfeit. 2ötr motten ~- a = k fefcen unb bie gunftion 

<p(x) = f(x + k)-f(x) 

Betrauten, x Bcfdjränfen mir je$t auf ba$ Snteroaff (a, a + 2 k) 
DffenBar fiat bann <p (x) meber Bei a nodj Bei a + 2k nodf) audj 
ärotfdjen a unb a + 2& eine Unftetigf eit. 
STCun ift 

^ («) + ^ (« + + ^ (a + 2k) = f(a + k) -f(a) + f(a + 2k) 

-f(a + k) + f(b)-f(a + 2k) = f(b)-f(a) = 0, 
unb eö Befteljen folgenbe 9Jtögltdjfeiten 

1. (p (a) = 9> (a + &) = (p (a + 2*) = 0 , 

2. y (a) , y(a + k), <p (a + 2 Jfc) nid&t alle gleid^ 9M. 

3m ^weiten gatte giBt e§, meil 

(f («) + y (a + fc) + y (a + 2 fc) = 0 

ift, unter ben brei Ghöjjen y (a) , y (a + 7c) , y (a + 2 &) ftdjer 
eine pofirioe unb eine negatioe. £)ann ejiftiert aBer auf ©runb 
unfereS §ilf3fafceS jmtfcJien a unb a + 2k ein c berart, bafj 

<p(c)-.f(e + k)-f(c)-0 

ift. 

9Uidj im erften gatte ift ein foIdr)ed c oorfjanben, nämlid) a + k. 
<Se$en mir a x = c, b t =c-\-k, fo ift 

a < a x < b< < /; unb 5j — a t = ~ (6 — a), 

unb baö Snteroatt fa, fann, ba f (aj = /" (&J ift, bie ftotte 
beö Snteroattö (a, b) üBernefmten. 23on (a,, gelangen mir 
burdj Söieberljolung ber obigen ^Betrachtungen gu einem Qnteroaff 
(«2, b 2 ) berart, bajj 

«1 < « 2 < &2 < & 1 UnD \> ~~ fl 2 = 3 (Pl ~ a i) > 

femer f(a^ = f (b 9 ) ift, ufm. 
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56 H. $ifferenttalrcd>mmg. 

$ie aufftetgenbe golge a t , a 2 , a 8 , . . . uttb bte abfteigenbe 
golge 6j, & 2 , 6 8 , . . . fmb foncergent unb Jfjaben, weil 

lim (b n -a n ) = \im(±) n (b-a)-0, 

betreiben ©renjtoert £, unb offenbar ift 

a w <£<&„. 

Sefcen wir alfo a H — $ + &„= £ + ä«, fo ift ä„ < 0 unb 
h n > 0. £>ie 3 ä ^ er te* $ifferen$enquottenten 

ftnb gleidj, weil /*(a M ) = f(b n ) ift, bie SRenner Ijaben aber entgegen* 
gefegte 3*idJ en - ®i e beiben Quotienten ftnb baljer entroeber null 
ober fte fjaben entgegengefefcte 3 c idj cn - 2Kadjen wir nun bie geft* 
fe§ung, bafi u n gleidj bem pofttioen unb v n gleidj bem negotium 
Quotienten fein fott unb bafc, wenn beibe oerfcfynrinben, audj u n unb 
v H gletä) Sßull ftnb, fo werben bie fjolgen 

Wi/W 2/ w 8 ,... unb v l7 t> 2 , f> 3 , . . . 

beibe ben ©renjroert /"(I) Ijaben, weil jene Quotienten beibe nad) 
/"(£) fonoergieren. @8 ift alfo 

lim «nb lim • 

^aM„^0 ift, fo !ann /"'(£) ni<$t negatio fein, ba v n ^ 0 ift, fo 
lann f (g) nid&t pofttio fein, golglidj ift f (£) — 0. 

9toc| biefen SBorbereitungen ftnb wir imftanbe, ben fogenannten 
5ftitteln>ertfa$ ju beroeifen. 6r lautet fo: 

Söenn f(x) toeber bei a nod) bei & unftetig ift unb 
jtoifdjen a unb b überall eine Ableitung fyat, fo gibt e§ 
jroifc^en a unb b einen 2öert £ berart, bafj 

ift. 

^etrad^ten mir ftatt /*(#) bie gunftion 

9>(*) s f (*) + **/ 

fo läfet ftc§ bie ßonftante * fo beftimmen, bajj <p(a) = g>(6) wirb, 
9lu8 

f(a) + i a - + Xb 
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SWtttelmerrfafe. 



57 



ergibt ftd> nämlidj fofort 



fQ>) - f(a) 

■ --- » 

b — a 



ÜRadjbem X in biefcr Söeife beftimmt ift, fönncn mix auf <p(x) 
baä £ljeorem von 91 olle anmenben; erfüllt namltdj alle bort 
aufgeführten SBebingungen: g>(x) ift weber bei a noty bei 5 unftetig 
(weil bieS oon f(x) unb Xx gilt). g>6r) fjat ferner jroifajen a unb & 
überall eine Ableitung, nämlid^ f (x) -f X, unb e8 ift enbli<$ 
<p(a) = (p(b). $)a8 ^eorem oon Flotte leljrt nun, bafi eS gmifd^en 
a unb 6 ein | gibt berart, bafj <*>'(£) = 0, alfo 



ift. 



©eometrififje 3ttter^reta«nn beS aRittelöJertfa^eJ. 

Genien wir un8 ben ßuroenfcogen, ber bie gunftton f(x) in 
bem 3nteroatt (a, b) barfteUt. A fei ber SlnfangSpunft, B ber 
(Snbpunft biefeS Vogens. 2)ie Seltne A B £>at bie SRüfyungSfonftante*) 



b — a 

f'(£) ift wie mir nriffen, bie SRiditungSfonftante ber Tangente 
unfere^ÄuroenbogenS im fünfte x = £, y = /"(i). 3>er 9JtitteI= 



mertfafc fagt, bafe biefe Tangente parallel jur ©eljne ift. @r fagt 
alfo, bajj es unter ben gemalten SBorauäfefcungen auf bem Äuroen* 



*) 3>ie SRtcfjtunaSfonftonte einer ©eraben ift (bat ©. 48) gtetcr) 
tgg>, toenn bie (Sferabe mit ber poftttben föidjhmg. ber x*W&i\t ben 
28infel 9 bilbct. 



m - m 




&tg- 10. 



11. 
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58 II. Xtfferenttatredjmmg. 

bogen greiften A unb B einen $unft P gibt, in roeldjem bie £am 
gente parallel flu ber ©elme AB ift. 

Söenn bie gunftion f(x) burdj folgenbe geftfefcungen befi= 
niert ift 

f(x) = 0 für a ^ # < 6, = 1 , 
fo Ijat fte jroifdfjen a unb 6 überall bie Ableitung 0. dagegen ift 

f ~^T— « (0) = & a " ® a 6 bcr ^ittelroertfafc nid&t gilt, beruht 
auf ber an ber ©teile x = 6 oorfjanbenen Unftetigfeit. 

gig. 11 jeigt uns eine gunftion, welche audjj nid&t ben Littel* 

roertfa§ erfüllt, unb $roar beäljalb, weil an ber ©teile x = 

feine Ableitung erfriert. 

Rubere ©djreiütocifc ber fjormcl bc§ aRüteltoertfa^cg. 

©e$t man a = x unb b = x-\-h ober & = x unb a = x-\-h, 
fo wirb fidf) £, ba e3 ätinfdfjen x unb # + ä liegt, in ber Jorm 
£ = x + #ä f ^reiben laffen, wobei 0 < # < 1 ift. $)ie gormel 
be§ -JJttttelroertfafceS lautet bann 

fJfi+j^fS*} = / + W ) . (0 < O < 1) . 

gallö man a = & unb & = x + /* gefegt f)at, ift A poftrio; falls 
man b = x unb a = a + A gefegt Ijat, ift A negatio. 3)ie gormel 
gilt, fobalb f(x) bei # unb bei s-f/t ftetig ift unb gnnfdjjen 
x unb #-f/t überall eine Ableitung f)at. 

©ie leH bafc ber SDifferenjenquotient 

gu ben 2öerten gehört, bie bie Ableitung f'(x) jnnfdjen x 
unb x + ä annimmt. 

2lu3 bem ÜJtittelroertfa^ ergibt ftcr), bafe eine gunftton, bie 
in einem Snteroall überall bie Ableitung Stull fjat, ba= 
felbft eine Äonftante ift. ©inb nämlia; a unb b irgenb jroei 
Söerte in jenem 3"teroall, fo f)at man 

^^ = r(i) = o, 

alfo f(b) = f(a). $iefe§ ^efultat ift für bie Sntegralredfjnung oon 
2ötdt)tigfett. 
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Serattgemetnetuna be$ ^Wittcltüeitfa^cg. 59 

§ 3L »erallgemnnentns hts ß\tU\mtttfütit$. 

5ftan fann ben 5fttttelioerifa£ leidet oerattgemetnern. g(x) fei 
eine gunftion, roeldje ebenfo rote f(x) toeber bei a nocfy bei 6 un= 
ftciig ift unb puffen a unb b überall eine Ableitung Ijat. @3 fei 
aber nirgenbä g'(x) = 0. 2Bir fönnen bann A fo loäfjlen, bafj 

g>(a?) = /*(*?) + ^(ar) 

bcr Stebingung g>(a) = <p(ft) genügt. 9lu§ 

/(a) + ^(a) = /'(&) + ^(6) 

ergibt ftd) nämlidj*) 

g(b) — g(a) \ ^ ^ J 

$urdj Slntoenbung beS Xfjeoremö oon 9folle auf y(x) ex- 
kalten toir: 

<Se|en wir a = .r, & = # -f ober = x, a = # + fommt: 

§ 32. ffliffmnttatum cum jufantmenoer^ten £mtktum. 

jP(?«) fei eine gunftion r>on u, bie für a <^ ?* ß befintert 
ift; e * nc Sunftion oon x, bie für a<Lx<^b befintert ift; 
aufjerbem fei f(x) fo befdjaffen, bafj in bem ganjen Snteroall (a, b) 

ift. 6e§en mir bann 

u = f(x), y = JF(u), 

fo gehört $u jebem -ffiert x in (a, 6) ein Sßert oon u in (a, ß) unb 
$u biefem ein Sfiicrt oon (£3 entfprtdjt alfo burd) $ermittelung 
oon u jebem 2öert oon x ein SBert oon y, fo bafj y eine gunftion 

*) $a& g{b) - g'a) ^ 0 ift, folgt au* - </(«) = <& ~ «V(£), 
»eil 0'({)^O. 

y 
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60 H. ^Differentialrechnung. 

von x ift. 2Bie y von # abfängt, ba§ brücft bie gormel 

au8. 3Jtan nennt F(f(x)) eine gufammengefefcte gunftion. 

beiläufig madjen n>ir folgenbe SBemerfung: 

2öenn f(x) an ber Stelle « unb F(u) an ber ©teile 
u = f(x) ftetig ift, fo ift audjj F(f(x)) an ber ©teile x ftetig. 
3n ber £at folgt aus lim x n — # immer lim w rt = lim /"(irj = w unb 

lim F(f(x n )) - lim F(iO - JF(«) = F(f(x)). 

2ötr motten je$t oorau8fe$en, baj$ /*(#) in (a, &) überall 
eine Ableitung f(x) Ijat, ebenfo F(u) in («, 0) überatt eine 21b* 
leitung F'(u). 

x fei ein f efter unb x + Jx irgenb ein anberer Söert in (a, b). 
93eim Übergange Arn # ju # + erfährt u = f(x) ben 3«n>a^§ 

= f(x + Jx) — f{x) 

unb y — ben guroadjä 

9tadj bem SRittelroertfafc ift nun 

= .F'(w + &4u)Ju*), (0 < 0 < 1) 

folglich 

Sajfen mir nad^ !Rutt fonoergieren (mobei es aber immer ungleidj 
9}utl bleiben mujj), fo mirb 

unb 

lim <Jw = lim /* '6*0 ^ m ^ Ä 0**), 

alfo audfj 

lim Oz/w = 0 unb lim (u + &Ju) = u. 
g%en mir jefct nod& bie 9Sorau3fefcung ein, bajj F'(u) in 



*) $iefe gormel gilt audj, wenn Au = 0 ift. 
**) 3)ie3 wußten wir jdjon, weil wir früher bewiejen Ijaben, bog 
au« ber ©$iftenj üon fix) bie ©tetigfeit von f{x) an ber ©teile x folgt. 
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* 

0, ß) ftetig ift, fo wirb 

lim F'(u + &4u) = F'(u) 

unb 

Da8 Differential oon y entfielt hieraus burch 9Mtiplifation mit 
dx. 2öir fyaben alfo 

- F f (u)f'(x)dx 

ober, bo 

dt* — f(x)dx 

ift, 

Da3 Differential oony=-.F(tt) mürbe genau fo auS = 
f eljen, wenn u felbft bie unabhängige SBeränberüche wäre. 
Da§ ift einer ber Vorteile ben baS Differential im Vergleich jur 
Ableitung bietet. 

2öir haben beim SSeroeife ber gormel dy=F f (u)du ange* 
nommen, bafe F* (u) ftetig ift. SBon biefer SSorauefefcung fann 
man bie gormel befreien. Soffen mir Ax eine nach 9tott fonoer* 
gierenbe 3fi$fenfoIge \» \* • • • (^tte h n ungleich Stull) burch* 
laufen, fo burchläuft Au bie 3olge \, h % , fc,, . . . , roobei 

alfo lim fc B = 0 ift. 

(S& fönnen nun folgenbe gäHe eintreten. 

1. 3n ber golge k u l\, Jc 3 , . . . gibt e3 nur eine enblidje 
5lnjahl nicht oerfdfjnnnbenber ©lieber. 

2. 3n ber ftolge Jc v Jc 2 , 7: z , . . . gibt es unenblidj oiele 
nichtoerfchminbenbe ©lieber. 

Da im erften gatte „faft äffe" gleich Stull finb, fo gilt 
baffelbe oon ben Quotienten 

f(x+hn)-f(x) F(u + k n )-F (u) 

hn ' hn 

@S ift alfo fieser 

lim ^+W-tW. r(a .). 0 

unb 

, im + *; ) - ^ w _ o - r («) r (x) . 
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3m groetten pralle möge burdj Unterbrücfung ber Derfdjn>in= 
benbcn ©lieber aus l\, Ä- 2 , fcj, . . . bie golge x lr x 2 , x 8 , . . . ent= 
fielen, unb d v d 2 , ö s , . . . feien bie entfpredjenben ©lieber in h u 

K K - • • ® ann 

F(l4 + X»)— + Xn) — F(tt) ^ X„ 

+ — -F(ti) /•( &+& .) — f{x) 
Xn ' d„ 

alfo wegen lim d n = 0 , lim x n = 0*) 

um ^+ x ;j - *M = r („) f (äe) . 

©tbt e3 in & A , fcg, ä^, . . . nur eine enblidje %n%afyl t)erfdjnrin= 
benber ©Heber, fo ift aut| 

Silben bagegen bie öerfdjnrinbenben ©lieber in k 2 , k z , . . . 
eine $o!ge x^, »2/ • • • u n ° entfprecf>en ifmen in h v // 2 , h s , . . . 
bie ©lieber ö u d 2 , <? 3 , . . . , fo finb bie Quotienten 

alle gleid> -JZull. 3Ran Ijat baljer 

lim «.ÜHW _ f{x) _ 0 

dn 

lim A - ~-V -A -V = o = F'( w ) f (*). 

2öir erhalten alfo JF 1 ' (u) f (x) als ©renjroert foroof)l, wenn 
ä„ bie golge 6 U 6 if ö s , . . . burd&läuft, als audj, wenn eö bie golge 

<*i, ^2/ <?s/ • • • burdjläuft. daraus folgt aber*) 

F(u + k)—F(u) 
lim S-T-l>.- -±l = r(u)r(x). 

n 



*) $gt. bie ^Bemerhinoen am Schüfe üon § 11. 
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2. xt 1 (x> 0 unb ii eine beliebige 3<**)0 täfjt ftd^ fo ^reiben: 

x- u = e log,r 

9tac$ ftr. 1 ift alfo 



dx 



dx* = ef l0 « x d (fi log x) = fi e lo « x * 



ober 



3. 



dx> u =* (ix''- 1 dx . 

y = \ogf(x),f(x)>0. 
df(x) f(x) 



dy = 



3- ift 



f{x) f{x) 



dx . 



dlog sin x = cot x dx , 

d log cot x = — tg # cta , 

_ , da; 2 d x 

d log tg x = — 



d log COt # = ;■ 



sin# cos# 
<Z x 



Vdx 



4. 



dy 



sin # cos # sin 2x 

^=iog(^+yr+^). 

3fatt) !Rr. 2 ift 

d j/IT? = (1 + x 2 )i = * (1 4-^ 2 )" * d (1 + *) 2 

x d x 

"yi+x* 

Wan finbet fdjliefjlid) 



(sin x > 0) 
(cos x > 0) 

(tg*>0) 
(cot x > 0) 



dy = 



d x 



Yl+x* 



§ 34» Xmkttyrmts einer Artigen Punktum, 

y = f(x) fei in bem Sntematt (a, b), einfdjliefjlid) ber ®ren= 
jen a unb 6, überall ftetig. 2Öir motten oerfuc^en biefe gimftion 
umjufefjren, b. f). x als gunftion oon y $u betrachten. ©oll 
bieö möglich fein, fo barf bie gunftion feinen 2Bert 
me^r als einmal annehmen; fonft mürben nämlich §u jenem 
2öert oon y mehrere Söerte oon x gehören, roaä unfererem $unftton3= 
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II. Differentialrechnung. 



begriff nriberfprädje (toonadj jebem SBert bcr unabhängigen nur 
ein 2Bert ber abhängigen $eränberli<$en gugeorbnet fein foU). 
2öenn alfo c unb c x jroei üerfcfjiebene 2Öerte aus (a, b) 

ftnb, fo ift immer f(c)^f (c t ). 2Bir wollen jefct trgenb brei 
2Berte x v x if x z aus (a, b) herausgreifen, bie in ber 33e$ief)ung 

ftefjen, fo bafc x^ jtoifchen x x unb x 3 liegt. (§S läjjt ftch jeigen, 
ba| bann auch f ( x i) Jiotfchen f {x x ) unb f (x z ) liegt. SBürbe nänv 
lieh *>er 2ß ert f( x ») außerhalb beS SnteroattS {f(x t ), f fa)) Ue* 
gen, fo gäbe es einen 2öert C, ber foiooljl jroifchen ffo) unb ffa) 
als auch groifchen f (x 9 ) unb f (%) liegt. $a bie gunftion f (x) 
ftetig ift, fo mü&te fie biefen Sßert C an einer ©teile c jnrifdjen x x 
unb unb auch an einer ©teile q jroifchen x 8 unb x 8 annehmen 
(ogl. § 30). @S wäre alfo f (c) «= f (c t ) unb c < c v 

2fuS bem Obigen geht heroor, bafj /* (a), wenn x oon a bis 6 
junimmt, entweber beftänbig loädjft ober beftänbig abnimmt. Um 
einen bestimmten Sali ju hoben, motten mir uns benfen, bajj f (s) 
bei junehmenbem x beftänbig toädjft*). 

2öir fönnen uns leicht überzeugen, bafj eine folche gunftion 
fich umf ehren läjjt. A = f(a) ift ber f leinfte unb B = f(b) ber 
größte 3öert oon f(x) unb jebe 3<*hl & jmifchen A unb B ift 
ebenfalls ein SunfttonStoert (nach § 30). $ie 2Berte oon f (x) 
füllen alfo baS ganje 3nteroall (A, B) aus. $)a jeber 2Öert oon 
ber Munition nur einmal angenommen wirb, fo entfpricht jebem y 
in {A B) ein unb nur ein x in (a, b) berart, bajj y = f(x) ift. 
x ift alfo in bem Snteroall (A, B) eine gunftion oon y : 

2)iefe gunftion nennt man bie Umfehrung (bie inoerfe 
gunftion) oon y=*f(x)**). SBei junehmenbem y toächft offen* 
bar <p (y) beftänbig. <p (y) ift femer in bem Snteroall (A, B) 
ftetig. §at man nämlich in (A, B) eine nach y fonoergierenbe 

y u y v y z , ... , beren fämtliche ©lieber gröfjer (fleiner) alSy 
ftnb***), unb ift x = g> (y), x % — 9 (yj, fo mu& lim z n = * fein. 
Sunäa^ft ftnb alle x n größer (fleiner) als x. ©äbe es unenbltdf) 



*) SBenn f(x) mit junefmienbem x abnimmt, fo betrachten mir 

**) @benfo ift y = /"(x) bie Umfehrung Oon x = 9 (?/). 
***) (53 genügt folche folgen 311 betrachten. 
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oiele x„ bie größer als x + s (flehtet als 
x — - s) finb, fo wären bie entfpredjenben y H 
größer als f(x + e) (fleincr als f(x — e)), 
roaS ber SBorauSfejiung lim y n =* ?/ — f(x) 
nnberfpridjt. 

gig. 12 fott baju btenen, bie 33ejielmng 
jnrifdjen ben Setben gunftionen y = f(x) 
unb x = (p(y) $u oeranfdfjaulidfjen. (5* ift 

ÖX=*x unb ÖT=y. 2öenn ber $unft X 
fidt) auf ber sstldjfe in poftttoer Sftidfjtung 

pon Xq nadj X l beroegt (0^= a, 0X t = 6), 

fo bewegt ft($ ber S ßunft Fouf ber yMtyz in poftttoer SRid&tung, t>on 

F 0 nad& T t (0Y 0 « A, OY^ — B) unb umgefe^rt. ® eometrif dj> 
f ommt bie Umfef)rung einer gunftion auf eine $ertau* 
fcfcung ber beiben ßoorbinatenadjjfen fjtnauS. 

©emerfung. Söenn eine gunftion f(x) xroifc^en a unb b 
überall eine pofttioe Ableitung f)at, fo mäd&ft f(x), wenn x von a 
bi8 6 juntmmt. 3n ber £at folgt aus 

f(x + h)-f(x) = hf(x + *h) (0< fr< 1) 

für h> 0 immer + /#) - f {x) > 0. 

£)te Ableitung barf audfj an einer enblidfjen 2lnjaf)l oon ©teilen 
null fein ober nidfjt erjftteren. 3ft 3. 93. (c) « 0, a < c < b, 
aber fonft im Smern oon (a, b) überall (x) > 0, fo roäd^ft f(x), 
wenn $ oon a bis c, unb aud&, roenn x oon c bis 6 junimmt. 

3m gatte /" (a?) < 0 nimmt f(x) ab. 

SBenn bie gunftton f (x) beftänbig jummmt, roäfjrenb x oon 
a bid b roädjft, fo fann fte jnrifc^en a unb b nirgenbs eine nega= 
tioe Ableitung fyaben. @3 ift nämlidfj für h > 0 

f(x+h)-f{x) 

h ^ u 

©ine negatioe ©röjje fann aber nict)t ber ©renjroert einer po 
fttioen Sa^lenfolge fein. 5llfo mufj f (x) ^ 0 fein, falls /" (x) 
erjftiert @benfo mufi, wenn f (x) mit roac^fenbem x abnimmt, 
f (*) ^ 0 fein, falls f (») erjftiert. 



§ 35. «ciftiele. 

1. y =*e* §at bie Umfeljrung s = logy. 

2. y =sin jc ift ftetig unb nimmt beftänbig 311 (oon - 

«<Ru© 197: »otpotewftü, ftnftnUeflmaltedimtnfl. 5 



1 bis l), 
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wenn x tum — ~- big ~ L roäü)ft. Die inoerfe gunftion x*= <p(y) 

tft alfo in bem gnterpatt (— 1, 1) ftetig unb toäc^ft bei june^men^ 
bem y. Offenbar ift <p (y) = arc sin y. 

y=tgx (-f <*<y) 

fyat bie inoerfe gunftion arctg y. 

5Dic inoerfe gunftion ju y — cos a? (0 a: ^ tt) ift arc cos 

y — cot a? (0 <J x jt) fjat bie inoerfe gunltion arc coty. 

$ie 30! tometrtfd&en gunfttonen finb olfo bie in- 
oerfen ber trtgonometrif djen. 

3. y *=a? m läfct fu$, toenn w eine ber S^en 1,3,5,... in 
jebem 3nteroatt (a, b) umfefjren, roeil y =m x m ~ x (ba m— 1 
gerabe) pofttio ift unb mir für 0 oerfönrinbet 2)ie Umfefj* 

rung lautet y y . 

3ft m eine ber 3a$len 2, 4, 6, . . . , fo läfet fu$ y — nic^t 
in jebem 3nten>att umfeljren, tooljl aber in jebem 3nteroatf, meines 
bie nid&t umliefet. 3n (0, <x>) lautet bie Umfeljrung 

x => + y m , in (0, — oo) bagegen x = — y m . 

§ 36. ffliffeattttatüm Her htoerfen fwtiümitu. 

y = f(x)\n^üxa^x^b ftetig unb neljme beftä'nbig ju, 
toenn a? oon a big & toäctyft. 

erjftiere überbieg in (a, b) überall bie Stbleitung / ' (x) 
unb fie fei nirgenbg nutt*). 

3ft y eine fefte unb y + k irgenb eine anbere $<ify[ jnrifäen 
A unb B, ift ferner x — <p(y) unb a: + — <p + fc), f o $at man 

9 (y+fc)-y(y) = * i _ 

k f{x+h) - /•(*) = f»+*W(«) 

folgli^ 

weil mit aud) /* nadj 9lutt fonoergiert. 

*) 9tad) ber ©emerfung am ©djüi& bon § 84 ift bann f (x) 
ftet$ poftttü. 
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Die inoerfe gunftton $at alfo groiföen A unb B überall eine 
Ableitung <p' (y), unb e8 ift 

SRachbem wir bewiefen (>aben, baji 9>'(y) erjftiert, fönnen wir 
und bei ber wirf liefen Berechnung von a/(y) ber in § 32 gegebenen 
Siegel bebienen. Danach ift ba8 Differential oon y — /"(s) immer 

dy =*f (x)dx, 

ob wir nun a* ober y ate unabhängige $BeränberK<he betrauten. 
Pehmen wir y als unabhängige Beränberliche, fo liefert un$ biefe 
©lei$ung 

dx s. l 

^ - * (y) 



©eometrifch betrachtet ift biefe Delation jnnfchen f (x) unb 
y>\y) etroaä 6el6(t»erftänbltdf)e8 (ogl. gig. 12). f (a;) unb (p(y) 
fmb StichtungSf onftanten ber Äuroentangente in P, unb jwar f (x) 
in ©egug auf bie ss^ldfjfe, a>'(y) in 93ejug auf bie y=2lchfe. Daraus 
fte^t man, bajj jebe ber rejiprofe 2öert ber anbern fem mufc (wie 
cot y oon tg a>). 

§ 37. ffliffereittiattott tex jgiüinjKtrifdjett 4ruitMumen. 

1. y — arc sin x 

hat bie Um! ehrung x — sin y. gür — 1 < a: < 1 ift 

da? = cos y dy 

unb 

, dx 
dy =« 



cosy' 
alfo: 

, . da: 
» arc sin # = — . 

yi — x* 

Die 2ßur$el ift »ofitio $u nehmen, weil (nach ber Definition oon 
arc sin) y jnrifdhen — ^ unb ~ liegt, alfo cosy > 0 ift. 

2. y — arc cos a; 

hat bie Umf ehrung x = cos y. gtir — 1 < x < 1 ift 

djr = — siny dy, 
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unb 

dx 



alfo 

d arc cos x — — 



dx 



yi — x*-' 

3)ie äßurjcl ift aud> l)ier pofttio ju nehmen, weil (na$ bet 3>efi' 
nition oon arc cos) y $rotfdjen 0 unb n liegt, alfo sin# > 0 ift. 

3. y = arctgs 

f>at bie Umfefjtung x - tgy. gut jebeä * ift (»gl. ©. 53) 

«te — (1 + ig 2 y)dy, 

alfo 

da 



1 + x* 

b. 

da; 

daretga- i+^V 

4. y = arc cot x 

f>at bie Umfe^rung * — coty. gut jebeä * ift (ogl. 6. 53) 

da; = — (1 + cot 2 y) dy, 

alfo 

b. I). 



d arc cot x = — , 



§ 38* Stfermtiatum fc*r JOofenjm^n. 

$ie ^otengrei^e ^ + a A a? + a 2 s 2 H , beren ßonoergenjs 

rabiuS nid&t gleich 9lull fei, ftellt im Snnern beö ßonoergena= 
interoaHö eine gunftion f(x) bar. 2öir wollen jefct oerfudjen, bie 
Ableitung oon 

fix) — a 0 + a x x + + • • • 

gu beregnen. 

2öären>ftaae / 'Äoeffi5ienten gteidfrSluO, alfo f(*)eme gange 
rationale gunftion, fo Ratten wir 

f(x) = a, + 2a 2 # + 30,«* + • • • 
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2Bir roerben bc weifen, bajj biefe $ormel immer gilt. Qu? 
nädjft jeigen wir folgenbeS. 
£ie Sßotenjreifje 

a t + 2a 2 x + Sa z x* H , 

f)at benfelben Äonüergenjrabiuä nue 

a 0 + a t x + a^x* H 

$>ft s ein beliebiger 2Bert im Snnern beä Äonoergenjinter^ 
oatteS oon a 0 + a t x + a 3 x* + . • •, fo fönnen mir im Snnern 
biefeS SnteroalleS x 0 fo mahlen, bafj ] x j < | x 0 1 ift. 2Bir roiffen 
(ogl. ©. 41), bafe ftdj) bie ftcfyUn a n x\, alfo audj bie 3^^en 
a^l' 1 , alle in ein enblidjeä Snteroall (— G) einfd&liefjen 
laffen, fo bajj | a n x% | < £ ift. ÜKun fyat man aber 



n- 1 



««/" 1 = Vo B " 1,w (^) 
folglich 

Ina.«- 1 ^^-»«"- 1 . (ff- 

£>a | ff < 1 ift, fo fonr-ergiert bie SRetye (ögl. 6. 40) 

1 + 2q + 3q*+ • • • 

alfo audj 

l^l + la^i + is^n-... 

3ft s ein SBert im Snnern beS ßonoergenptertialte uon 
a t + 2a^x + 3a 8 s 2 + • • •, fo fonoergiert bie Sfteilje 

|a 1 j + |2a 1 sj + |3a 8 s 2 | + .--, 

alfo audj bie Sfteuje |oja;| + 2 a^ 2 ! + 3 \a s x*\ -f • • • unb um 
fo meljr bie Steide | a 0 [ + | «i^ i + ' a 2 # 8 1 + • • • 

Sludj bie Steide 2 • la 2 + 3 • 2a s x + 4 • 3a 4 rr 2 H , bie 

aus a x + 2a,sc + 3a 8 # 2 -f- • • • in berfelben 2öeife*) eutfteljt nrie 
btefe aus a 0 + + Oj«* + • * v &<*t baöfelbe Äonoergengintertjatt 
roie a 0 + + a 2 a; 2 + • • ■ ©leidje gilt ron ber 9^eir)e 
3-2-1 a 8 + 4 • 3 • 2a 4 <c + 5 • 4 • 3a 6 a; 2 H u. f. f. 

SBie bisher feien x unb # 0 jmei SBerte im 3>nnern beö $on= 

oergen$interuall3 ber Steide a 0 + a ± x + a 2 a: 2 -\ , unb es fei 

I * | < | z 0 1 Unter h motten mir eine na<$ 9httt fonoergterenbe, 

*) SRamlia) burdj gliebweife ausgeführte Differentiation. 
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aber oon 9tutt oerfd&iebene ©röjje oerfteljen unb annehmen*), bafi 
aud> | x + h | < | x 0 | . £)ann ift 

h Ä a i h + h 

©ubtral)teren wir Neroon 

9(3) = a t + 2a 2 # -f Sa,«' + • • 

fo fotnntti 

_ , (#) . % ( c+y- y; _ 8 . j 

+ «.{ (a;+ T~ a! ' -3^} +••• 
$la$ bcm 3ttittefa>ertfa$ ift nun: 

wobei | n jwifd&en a> unb # + 7* liegt. (Sfc wirb §ierna<$ 

3Cuf ©runb bed 9Rittelwertfafce8 tft aber femer 

wobei |„ jwtföen x unb | Ä , alfo ftdjer jwifdjen xutfox + h liegt. 
2ltte8 in allem ift alfo: 

<Z±£=± - n(* - - »), 

mithin 

'" XW " l)|a? 0 j»-»|Ä|, 



weil 



(* + *)" — 

naf 1 



lJ<l*ol w* lfc,-*l<l*!. 
Sefct fönnen wir aber f^reiben**): 

«« + .W _ 9 (,) | < | A | ( 2 . ! | ^ | + 3 . 2 | o, ! + . • •) 



*) SMeje 2(nnaljme ift rcegen lim ä =» 0 erlaubt. 
**) ©et einer abfolut fonöergcnten 8teil)e ijt «*i + tt i + * • • i 
Heiner ober akid) 1 I + I «i , H 
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daraus folgt 

lim(^ + ^-^- y (,))-0 

ober 

lim + - ,(,), alfo 9 (x) - f («)• 

A = 0 n 

£)ie $otenjreiI)e a 0 + a t x + a 2 x % -\ $at alfo im 

Snnern i^rcSÄonoergcnjinteroaUäübcraU bieSlbleitung 

^ + 2a^x + 3a 8 # 2 H 3Jlan erhält fie, inbem man bic 

Steide «0 + 04« + a,:r* H gltebroeife bifferenjiert. 

§ 39. %nwtribntt$tn. 
©etedjnung ber ßogaritl)men. 

@S fei | x | < 1. $te ftunftion 

f(«)-log(l+*) 

fjat bie Ableitung*) 

f(x) - —L- - 1 - * + x 1 (09L ©. 33.) 

$tefe ^otcnjrci^c ift aber bie Ableitung tum 

F(x) - T - Y + y 

®8 ifi alfo 

- /'(», b. 5. (FW - f(*))' - 0. 
Daraus folgt (»gl.©. 68) 

F(x) - f{x) - c 

(c eine flonftante). «Run fat man aber F(0) - f(0) - 0, alfo 
au$ c - 0. SRitljin ift F(x) - f(x), alfo 

log(l + «)-'-y + y---- a*l<l) 

3n biefer SRetye bürfen mir, weil babei | x | < 1 bleibt, s burc$ 
— s erfefcen. 2Bir erhalten babur<$ 

. v x x* x* 
log(l-s)--T-y-T 

•) SRan benfe an bic Differentiation ber aufammengefe|ten 
Munitionen. 
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72 II. ajifferentialredjmtna. 

Subtrahiert man biefe beiben Steigen, fo ergibt ft$ für 
log(l + _ log (1 - *) - log j-±» 

bte gormel 

3ft w eine ber 3^^en 1, 2, 3, . . fo barf man in btefer gormel 
offenbar 

*~*n + i 

fe$en. $)ann wirb aber 

1 -f- x __ 2n_+2 n+ 1 
1 — x ~ 2n n ' 

unb man erhält 

log (n + 1 ) - 1 o g n - 2 + g^p-^ + 5(2^1?+ ** *)' 
gtir n = 1 liefert biefe gormel 

2 /. . 1 1 , 1 1 , \ 
-3l 1 + 3 9 + 5 9-« + ,, T 

©efct man 

8^ T 89 T ^ 2v — 1 9"-y' 

fo wirb 

log 2 - 5„ + «„, 

unb man Ijat 

< 8^+1)7* (* + 1 + T* + * ' * ) 

alfo 

£ < • 

v 12(2v + l)9 v " 1 

£terna(f> ift es leidet, log 2 mit t>orgef Unebener ©enauigfeit &u 
Oettern tu. 

gür n — 4 liefert unfere Formel 

logö - log4 « 2({ + ^ 8 + + • • 
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33ered)!tung bei Sogarittymen. 73 

«Ifo ift 

log5 - 21og2 + |(l + z'si + 6^T» + ' " *)• 

hieraus Iäfjt ftd) log 5 mit oorgefdjriebener ©enautgfeit beregnen. 
2öir fönnen alfo au$ log 2 + log 5 = log 10 beliebig genau be- 
regnen unb 

ben SBtobul (»gl. 6. 52) ber gemeinen Logarithmen (b. ber 
Logarithmen jur SBafiö 10). ÜJluItiplijieren mir bie Formel für 
log(« 4- 1) — log n mit M unb f^reiben ftatt 10 log !ur$ Log, 
fo gewinnen mir 

Log(n + 1) — Logw 
™ 2lf (*n + l + 8(2n+l) 8 + 6(2n-fl) 8 + '")' 

3Jlit $ilfe biefer Formel lä|t ftdj eine Logarithmentafel beregnen. 
2öünfd)t man bie Logarithmen ber gangen 3°^ cn oon 1 10 6 , 
fo genügt e$, bie Logarithmen ber 5*fteIIigen Sellien ju beregnen 

(benn e* ift j. 33. Log 13 - Log^? - - 3 + Log 13000). 

3n obiger gormel ift alfo n ^ 10*. ©e$t man nun 

Log(n + 1) - Log* - 2^+1 + $n ' 
fo mirb (meil 2M<1) 

< 8(2n + l) 8 ( 1 + (2w + l) f + (2n+l)* "* ) 

ober, ba 

II 1 . 1 . 1 (*»+*)' 

1 f (2n + l)* (2n + l)* ^ 1 2n(2n + 2) 

(2n + l) f 

» ^ 12n(« + l)(2n + 1) ^ 24 w 8 ^ 10" 

ßennt man alfo Log n (wie e3 %. 33. bei ber Sinnahme n = 10 4 
ber Satt ift), fo ift 

Log(«+ 1) - Logw + 
bis auf weniger al8 eine Einheit in ber 13. ©ejimale. 

*) SRatt ftttbct M= 0,4842944819 . . . 
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74 II. ^ifferentialreclntuttg. 

$cred}ituit0 ber gel)! 

@8 fei wieber | x | < 1. $ie gunftton 

g>(a?) = arc tgx 

f)at bie Ableitung 

^'^"TT^" 5 ° 1 "" aj8+aj4 

2>iefe $otengrct^c ift aBer bic Ableitung t>on 

y+y 

@3 ift alfo 

<!>(*) — *(*) — *• 
c ift aber, weil <P(0) - 0 unb 9(0) — 0, glei<$ Statt, mithin 

arctg* = z — y + y (| x | < l) 

©efcen wir*) 

* ä1 -3 + 6 ' 

fo wirb, wenn 0 < x n < 1 ift, 

1 — x* 1 — xl 
s-*rctgx n - l-x n s — + — 5 

eine atternierenbe fteifo in weld&er bie Beträge ber ©lieber eine 
a&fteigenbe golge bilben. 3n ber $at ift na$ bem in § 31 bewie* 
fenen cerattgemeinerten SJtittelwertfafc, wenn wir f(x) — x* 9 + l , 
g(x) z 2 ' -1 fefcen**), 

* fm-f(*n) CiQ 



* (2 v - * 2^ - 1 § n < 2 V - 1 ' 



weil s Ä < | Ä < 1. hieraus folgt aber 

1 - V' +1 1-xl" 1 



2v-fl ^ 2v — 1 

*) 5)tefe Hetye ift fonbergent (ögL 6. 83). 
••) Sie »ebingung 0'(aOl>O tp erfüllt. 
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33eted)tmng ber 8^1 * 75 

33ei einet alternierenben SReifje biefer Strt ftnb ober, wie wir wiffen, 
bie ^ßartialfummen mit ungerabem Sn^l ötöger, bie mit gerabem 
Snber. Heiner als bie ©umme ber Steide. ÜRit^in ift 

l — x* n 

1 — x H g — <s — arc tgs Ä < 1 — x n . 

Saffen wir nun x H nadj 1 fonoergieren (wobei aber immer x H < 1 
bleibt), fo ergibt fldj 

lim (s — arc tg x n ) = 0, 

olfo 

lim arc tg x n — arc tg 1 = s. 
$amit ift bemiefen, bafj unfere gormel für arc tgx audj im gatte 
£ — 1 no$ gilt*). ®° nun arc tg 1 = j ift, fo ^aben mir 

4 1 8^6 7 ^ 

$)aä ift bie Seibniafäe Steide für j, bie aber für bie Sered&nung 

oon % fer)r ungeeignet ift. 

2lm bequemften wirb bie 33eredjnung oon tc, wenn man ftdt> 
folgenber Überlegung bebient. 

2fa8 ben gormein für cos (<p t ± <p s ) unb sin (<p t ± <p t ) folgt 

3ft nun tg? — i, fo wirb na<$ biefer gormel 

6 

l A 120 1 _L 1 



119 * 1 119 

tg4y — 1 
tg4<p + 1~289 



£iernadj fjat man 



*) 3n äljnUdjer S8ei|e jeigt man, ba& bie gormel für log (l -f x) 
aud) im gaHe x~l nod) gilt, bajj alfo log 2 = 1— * * ifa 
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76 II. $ifferettttalred)nung. 

Slnbererfettä ift <p — arc tg\, alfo 

f-4arctgi-arctg^ / 

b. f>. 

?_ 4 (i_ JL+ J_ \ 

~~ (239 ~~ 3^2393 + 6^239* ) 

bicfcr gormel f)at man n bis auf 707 S^imalftellen 
beregnet. @3 gibt ein paar fran$öftfcfje SBerfe, mit beten §ilfe man 
fidj bie erften 30 3^*™ von n werfen fann. ©ie lauten: 

Que y aime ä faire apprendre an nombre utile aux sages! 
Immortel Archimede, artiste ingänieur, 
Qui de ton jngement pent priser la valeur! 
Pour moi ton probleme eut de pareils avantages. 

(Srfefct man jebeS 2öort burdj bie 3 a ^ feiner 33udjftaBen, fo 
erhält man bie erften 31 3^3™ 100X1 n \ hinter ber erften t>on if)nen 
ftefjt ba8 ßomma. Sluf biefe Söeife ergibt ftdt): 

% = 3, 141592653589793238462643383279 . . . 

%n Üinomifdje ßeljtftt^. 

2Bir f^idfen folgenbe 33emerfung oorauö: 

2Öenn %m\ ^otenjrei^en für \x\ < q fonoergieren unb biefelbe 
(Summe Ijaben, fo ftnb fte überhaupt miteinanber ibentifdj. 3f* 
nämlic§ für \x\ < q 

a 0 + <h z + <h x * + * * • 0 fy> H~ + b % x* + • • •/ 
fo tft audj (oergl. § 38) 

a t + 2a,a; + Za^x* + •••=&! + 2b 2 x + 2b 8 x 2 • • • 

£)iefe ©leidjung fann man roieber bifferenjteren uff. Se$t man 
überall x = 0, fo ergibt ftdj, baf* allgemein a H — b n ift. 

@3 fei nunmehr m eine pofitioe ganje Safyl SBenn man 

(1 + x) m = (1 + x)(l + x) • • • (1 + x) 

auSmultipfyiert, fo ergibt ftdj ein SRefultat t)on folgenber gorm: 

(1 + x) m = 1 + (^x + CjX 2 + c^x* +•••*) 
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$ie SMnomialformet. 77 

Dur$ Differentiation erhält man 

w(l + x) m - 1 = c x + 2c t x + 3c3X 2 H 

Sföulttplijiert man beiberfeitö mit 1 + f o fommt 

w(l -f z) m = c x + 2c 2 # + 3c s # 2 H 

+ c x x + 2r 8 a; 2 + • ♦ • 

s #nbererfeit3 ift aber 

w(l -f x) m — w -f mc x x -f mfja; 2 + • • • 
Daraus folgt 

m, 2c 8 = (m - 1)^, 3c 3 = (m — 2)c 2 , • • 

alfo 

w ro(»i — 1) w(m — l)(m — 2) 

3Jlan pflegt 

m (m - l ) (m - 2) ■ • • (m - k + 1) , * 

mit m ober (w)* gu bejeid^nen.*) 
•Jtadj bem Obigen ift bann 

(i + i + (7)* + (7)*"h — **) 

Diefe formet ift ber btnomifdje Sefjrfafc (bie S3inomiaI= 
formel) für pofitioe ganyafjlige (Sjponenten. 
2öir miffen, bajj für | x \ < 1 

r j^-(l + *)- 1 -l-x + ^-... 
ift. Da nun 

(-l)(-2)- -(-A:) , v , v 

U j rä~.-.T" — 8=8 (- *) (* = ^ 2 ' 3 > ' • ') 

ift, fo fönnen mir fdjreiben 

(1 + *)-*- 1 + ("*)* + (" 2 1 )^ 2 + ' • ' 

*) SKefe ©ejeidjnuna toenbet man audfj an, toenn m nid)t ganj 
unb poftttö, fonbern eine beliebige anbete 8atyt ift. 

**) $He ffiei&e brid)t ab, ba (m) k für k > wi toerföwtnbet. 
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78 II. $ifferentialred)uung. 

$ie öinomialformel gilt alfo au<$ (uorauägefefct, bafi | x \ < 1 ift) 
für bcn ©sponenten — 1. 

2Bir wollen jefct eine $otenzreü)e fudjen, bie im Innern ifjreä 
Äonoergenjinteroaffä mit ft<§ felbft multipliziert 1 + x liefert. Sfyr 
Knfangöglieb ift offenbar gleia) + 2ö* r fönnen aber annehmen, 
bafj e8 gleich 1 ift.*) $ann lautet bie ^otenjrei^e 

1 + a t x + o,a;*H , 

unb e8 fott alfo im 3nnem tfjreg ÄonoergenzinteroaUs 

(1 + a^x + a % x* H )(1 + a 1 x + a^x* H ) — 1 + x 

fein, differenzieren mir, fo fommt 

2(1 +ji t x+ Ojic^H + 2a 2 x + 3o 8 a? 8 H ) — 1. 

Multiplizieren mir auf beiben ©eiten mit -1 + a x x + a^x* + • • • , 
fo ergibt ftdj 

2(1 +x)(a 1 + 2a^x+ 3o 8 :r*-f •••)—*! + a t x+ a i x s + • • • 
b. f>. 

<*! + (2a 8 +a 1 )a; + (3a 8 +2a,)a; 8 H — ^(l+a^+Oj^H — ). 
hieraus folgt 

a i = \, 2o i -o 1 (i-l), 30,-0,(1-2), 
alfo 

a > = (I),' a * " 03 ~ ' ' * 

25a 



n 

X 



bem ©renjmert — x gufrrebt, fo Ijat bie $ßotenzreif)e 
ben ÄonoergenzrabiuS 1 (ogl. ©. 34). <Se|en mir 

tf*) - 1 + G)/ + (J), *■ + • • • < c- k • < i) 

fo ift nad> bem Obigen 

+ *) - 

*) Sfobernfafl« multiplizieren toir bie Steide mit - 1. 
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3>ic SHnomialformel. 79 

»* M .b **»(!+.)* MM«« 

(i + s)V(*) - AxH(i + *)~_^ _ 0 

b. I). 

( — *y - °- 

\(1 + *)V 

ai(o 

+*)*• 

Die ßonftante c ift aber gleich 1, roetl für x = 0 forooljl /"(a?) als 
audj (1 + s)* gleich 1 wirb. @8 ift fomit 

(- 1 < * < 1) 

Die Sinomialformel gilt alfo aud^ für ben ©jponenten 

roenn | « | < 1, aber nidf>t, wenn | x \ > 1 ift. 

3e$t fei p eine beliebige, aber von 0, 1, 2, 3, ... t>er* 
fdtfebene Saljl. 2Öir fud)en eine Spotengreifje, bie für j x < 1 gleich 
(1 + xY ift. ©ie f)at bie gorm 1 + b t x + b 2 x* + • • unb wir 
©erlangen, bajj für | x | < 1 

l+^x + b^-i — + 

fein foff. Dur$ Differentiation ergibt fia)*) 

+ 26 8 :r + 3& 8 & 2 + . . . — p(l + s}«- 1 . 

SJlultiplijiert man beiberfeitä mit 1 + fo fommt 

(1 + + 2b 2 x + M z x* +.-.) = f*(l + \x+ b>x' +.-.). 

Daraus folgt 

fo bafc — — = „ , nacfc — # fonoergiert unb bie 

n 

^otenjretye 

*) »gl. bie DifferenriationSregel in 9fr. 2 be* § 83. 
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80 IL Dtfferentialredmuntj. 

ben ÄonoergenjrabiuS 1 fjat. ©efcen wir 

9(0) = 1 + (J* + g)* 8 + • • (- K * < 1) 
fo ift nadj bcm Obigen 

(1 + - f*9>(«) 

ober, wenn man mit (1 + xY~ l multipliziert unb bura) (1 + s) 8 " 
bioibiert, 

(i + - ^a + *y ^ vi?) 0 

b. I>. 
alfo 

Die Äonftante c ift ober gletdj 1, roeil q>(x) unb (l + xY für 
x = 0 beibe gleid) 1 fmb. @3 ift bernnad^ 

(l + «>«-l + g)ap + gy+... 

(- 1< x < 1). 

$ie Öinomialformel gilt alfo, wenn |* | < 1 ift, für jeben 
@£ponenten. 

§ 40* tyfyttt Ablfttnngen unH ^Differentiale* 

$ie gunftion /"(#) Ijabe in bem Snteroatf (a, b) überall eine 
Ableitung f (x). (§& fann fein, bajj f (x) in (a, 6) nrieber eine 
Ableitung fjat. $tefe bejetcfmen mir bann mit f'(x) unb nennen 
fie bie jroette Ableitung oon £at f(x) in (a, 6) roieber 
eine Slbleitung, fo bejeidmen mir fie mit /'"(*) un *> nennen fte bie 
britte Slbleitung mm f(x) ufn>. @8 ift alfo 

"55" = f "Si = f (*)' ~ST" = ^ (*)'"'" 

ober 

df{x) = f{x)dx f df(x) = f"(x)dx, df"(x) = f"(x)dx r >. 

3Jlan betrautet in ber Differentialrechnung, roennabieuns 
abhängige $eränberlidje ift, dx alö eine oon x gänjlia; 
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§öljere Ableitungen unb Differentiale. 81 

unabhängige ©röfce. ©teilt man ftdj auf biefen ©tanbpunft, fo 
ift ba§ Differential oon df(x) 

ddf(x) - df(x) • dx = f"(x)dx*, 

ba3 Differential Neroon 

dddf(x) = df'{x) • dz* = f"(x)dx* 

ufio. 9Kan föreibt ftatt , dddf(x), . . . 

<*V(*), <*Y(*), • • •*) 

unb nennt biefe ©röjjen baS 2*te, 3=te, . . . Differential oon f(x). 
DaS n = te Differential ^angt baljer mit ber w=ten Ableitung 
burefc bie gormel 

d*f(x) = fW(x)dx n 
jufammen. hiernach ift 

b. fj. bie «=te Ableitung oon f(x) gleidj bem «=ten Differential 
oon /"(s) bioibiert burc$ bie w^te Sßotenj von dx. 

d$ fei je$t (rote in § 32) y = F(u) eine gunftion oon u in 
(a, 0); ferner fei u = /*(#) eine gunftion oon x in (a, 0), beren 
2Berte in bem Snteroall (et, ß) liegen. Dann läfjt fidj y audj als 
gunftion oon x betrachten, unb jroar ift y = F{f(x)). 2Öir wollen 
bie fuf jefftoen Differentiale biefer gunftion beregnen. 2öir nehmen 
an, bajj in (a, ß) überaß bie Ableitungen 

F'(u), F"(u), ... 

ebenfo in (a, 6) überall bie Ableitungen 

/*(*)/ • • • 

erjftieren, foroeit jte in unfern gormein auftreten. 
Sunäd&ft ift (naa) § 32) 

dy = F'(u)du 

Daraug ergibt fidj (naa) ber Siegel für bie Differentiation eines 
^robufts) 



3Äan lieft bie«: d j»ei /"(*), d bret /"(*), . . . 
**) ©tatt (dx) H fc^retbt man furj dx*. ' 
«Wu® 197: ßowolfWSti, 3nfhttteflmalre<&miiig. 6 
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82 II. fciffronttolredmung. 

ober, ba nadj § 32 

dF\u) =- F"(u)du 

d?y - F"(u)du* + F'(u)d % u. 
Leiter ftnbet man 

d» y = F'"(u)du*+ 3F"(u)dud*u + F'(u)d*u 

ufro. 

SRur bic erfte non bicfen gor mein, Vfy.dy — .F'(w)tftt, 
fie^t fo aus, als wenn w bie unabhängige SSeränberlidje 
märe. (Sfc gibt aber einen fpe^ietten gatt, roo ft e fo öu * s 
fefjen. 3ft nämlidj w = Aa? + f* (A unb $onftanten unb A<0), 
fo wirb du — Ada?, alfo 

d*u = 0, d 8 w — 0, . . ., 

fo bafe allgemein 

d n y — ^ n >(u)dM B 

nrirb unb 

*<»)(„) =, . 
V J du* 

3m allgemeinen ift jebodj, für n > 1 , 2rt n >(w) feineäroegS 
gletcf) binibiert bura) <*w". 

§ 4L ÜtxfyxtU. 

1. 3öir fanben (§ 29), bafc 

(sina?)' — sin (x + ^j, (cosx/ = cos (x -f 
ift. 9Kitfjin wirb 

(sin *)" - sin (x + 2 |) , (cos = cos (a; + 2 |) 
unb allgemein 

(sin a;) (n) = sin (x + n^j , (cos a:)W « cos (a; -f- w^) • 

2. 2Bir roiffen, bafe («*)' - e* ift golglto} wirb 

(e*)<»> - f. 

$ie gunftion r)at alfo bte (Staentümlidjfeit, bajj ifjre fämtliajen 
Ableitungen ebenfalls gleid& e* ftnb. 

3. $te SRetye 

c q + r i( x — x o) + — *o)' H 
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83 



fonoergiere für \x — x 0 \ <q. kennen wir tljre <öumme f(x), fo 
ift (»gl. § 38) im Snnern t>on (a? 0 — q, x 0 + q) 

f(x) = c x + 2cj(av- # 0 ) + Sc s (x — # 0 ) 8 H , 

/"(*) = 2c, + 3 • 2c 8 (x - x 0 ) + 4 • 3c 4 (a? - H , 

/""(*)- 3.2c 8 + 4.3.2c 4 (a;-a; 0 ) + 5.4.3c 6 ( : r-a; 0 ) 8 +--v 



§ierauä folgt 

e-Ö^ c-f^ c«tt> 
<& ift alfo für \x — x 0 \ <q 

+ ^f oL V" w + • • • 

SBon ^(a;) mögen in (a, 6) bie Ableitungen 

F'(x), F"(x), . . ., 

ejiftieren. x 0 unb ^ feien jroei 2öerte in (a, &). 3öir motten uns 
fragen, wie genau F(x x ) burdj 

*■(*„) + Sr^'W + • • • + ^^r^-^W 

bargeftettt wirb. 2öir motten uns alfo mit ber ©ifferenj 

R. - *■(*,) - %) - ^^^W - • • • 

Sefdjäftigen. ©efcen mit 

<P(x) - jFfo) - - F'(x) 

fo ift 0>Oo) - K «wfc = O. 3)ie gunftion <P(a;) l>at 
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84 U. SHfferentialredmung. 

auf ©runb unfercr SBorauSfefcungen in (a, b) eine Ableitung, unb 
jroar finbet man 

•'(«)— V-ijr^W- 

!Run wollen wir unfern üerallgememerten SJttttelroertfafc (§ 31) 
auf bie bciben gunftionen O(x) unb 

anroenben (j> eine poftttoe ganje 3^0- 9* a( $ i enem ^ a fc c 
b. es ift 

ig _ Mn-p 

l^-atf (n-l)lj» 
hieraus ergibt ftdj, wenn man 

£ = s 0 -f ^fo — *o) 

fefct, 

# liegt jnriföen 0 unb 1. 

2öir fönnen fomit folgenben ©a$ auSfpredjen: Sßenn 
in (a, b) n - mal bifferenjterbar ift unb x unb x + h in 
(a, 6) liegen, fo gilt bie gormel**) 

F{x + h) = F(x) + A *"(*) + + ••• 

unb man fyat 

$abet ift eine beliebig gewählte pofitine gan$e $af)l 
unb 0<#< 1. 

©efcen mir ä = dx, fo lautet bie gormel: 

+ **) - F (*) + Hf! + ~ 2 ! + ' * ' + 1^-1)1 + Ä «' 

*) $>ie Söebingungen be8 ©afoeS finb alle erfüllt. 
**) 2Jtan nennt fic bie Xaölorfa)e fjormel. 
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2)te Saqlorjdje dittyt. 85 

unb für B n Ijat man 

- - J^!F ( J * + (0<0<1) 

\d a F(x)} x + &h bebeutet, bafe nati) Silbung non <PF(x) für # ju 
fefcen ift x -f 

9todj fürjer fd^reibt fidj unfere gormel, roenn wir -F(a;) = 2/ 
unb F(x + dx) — F(x) = Jy fefcen. 3)ann nimmt ftefolgenbe 
©eftalt an: 

~ 11 + 21 " + ' ' ' + f5T=i>! + T^T)I^ 

(0<*<i) 

gür p = n fjaben wir 

^ " TT + "21- + ' ' ' + (n -i)] + « ! ' 

für i? = 1 

^ = 11 + 2! + ' ' ' + (n-l)t + "(n- V^^"^' 

0 unb # Hegen beibe jroifdjen 0 unb 1. 

§ 43, IDU ftüyloxfät «ety*. 

2ßenn F(x) in (a, 5) unbefdjränft bifferenjterbar ift, b. \). 
alle Ableitungen beft^t, unb x unb x + h in (a, b) liegen, fo fann 
es fein, bafe in ber £anlorfc$en gormel 



limi2 n = 0 

n = 00 



roirb. 3(1 bieg ber galt, fo (»aben wir (»gl. § 17) 

f(x + h) = f(x) + Ar («) + *J r» + • • • 

$te redete Seite biefer gormel nennt man bie Xaolorfdje SRetlje*) 
ber gunftion F(x). 

2Benn für n — 1, 2, 3, . . . unb für alle Söerte <& jnufd&en 
0 unb 1 

\FW(x + &h)\<A 
ift (A foll eine Äonftante fein), fo (ann man ftdjer fein, bafc R n 

*) Salle a: = 0 nennt man fie bie 9Rac*8aur infame Steide. 
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86 II. SHfferentialredmung. 

nadj SRuff fonoergiert. gn ber $at ift für p — n 

alfo 



n! 

ÜRun roiffen roh: aber (§ 22), bafc bie SRetfje 

^ 11 ^ 2! ^ 

fonoergent ift. daraus folgt 

\h\* 

lim -= 0, mithin aud} lim E n -= 0, 



1. e* liegt mit feinen Ableitungen (bie, roie wir rotjfen, alle 
gleidj e* fmb) jroifdfjen e* unb roenn s bem gnteroatt (a, b) 
angehört sin« unb cos« fmb mit iljren fämtlidfjen Ableitungen 
bem betrage nad) fleiner als 1. gür äffe biefe fjunftionen gilt 
folglidf) bie formet 

F(x + h) = F(x) + ~F'(x) + k ^F"(x) + . . • 

@rfe$en mir s burd? 0 unb h bura) <r, bilben roir alfo bie 9ttac= 
Saurinfa)e 9>teif>e 

F(x) - F(0) + £F'(0) + £f"'(0) + . . 

fo finben roit 

/»• /»»^ t*' <j»4 /)•& 

^ 1 r 11 + 21 ^ 3! ^ 4! + 61 + 



COOZ-1 - 2 , + 4 , 



# X* X 6 



* {nX= il ~3! -61+'-' 

2. y log(l + s) f>at für x > — 1 äffe Ableitungen. 
ift nämlidj, roenn mit 1 + x = u fefcen*), 



*) GS Hegt Ijter ber Salt u = lx + p öor, ben toir in §40 
beforadjeu. 
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Eeifeiele. 87 

dp - u~ Y du, d 2 y - (— l)u~*du*, 
<ty _(_!)(_ i)u-*du\..., 
alfo megen du=*dx 



-(- l)(-2) ...(-»+ 1)«-. 



<f 2/ 

— v — A A~ *7 ' ' ' v — - ' 

gür x - 0 wirb log(l + x) null, unb bic Ableitungen nehmen 
bie Söerte an: 

Xf _i, i.2, -1-2-3,- (-l) , - 1 l-2«3. (n-1). 
2>tc 2Rac*2aurinfd)e gormel lautet alfo: 

iog(i+*)-f-?+--- + fcli Ö- + *-' M 

unb man fjat 



(0<*<1) 



3ft |s] < 1, fo fe$e man i> « 1 unb föreibe 
$a £a jroif^en — # unb # liegt, fo liegt 

alfo sroif^en 0 unb 1. Stufcerbem ift offenbar 1 + fix > 1 - 0 1 x\ 

>l-|*l- 

Stlfo fyaben mir 



folglich lim Ä, - 0 unb 

, x x x" 1 X* 

log(l + *)- T -Y + T 

2öenn * = 1 ift, fo fe$e man p = ». 3)onn arirb 
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88 U. 2>iffercnttalre<t>nung. 

alfo 



folglidj lim R n = 0 unb 



log2-l- J- + i 

Sitte bicfc SRefultate fmb uns fdjon befannt, unb mir nriffen 

audj, baj* bie Steide y — y + ~ für x — — 1 unb | a| > 1 

ntd&t fonoergiert, fo ba{$ alfo bic gormel 

l0g(l + X )-j-\ + j- 

nur für — 1 < x 1 gilt. 

3. y = (1 + xY f)at für x > — 1 alle Stbleitungen*). 
©efcen wir nrieber 1 + x = w, fo ift 

alfo wegen du = da; 

pr « - 0 rebujieren fidfj y , g|, ... auf 
£)ie Sttacsßaurtnfdje gormel lautet alfo: 

unb man f>at 

SBenn |a?| < 1, fo fe$e man p = 1 unb fd&rei&e 

^-^+^- i (^r i -«(>"- 1 ' 

$er britte gaftor liegt, wie mir nriffen, jnrifdjen 0 unb 1 
ber jroeite jnrifd&en 1 unb (1 + xY~ l . 3ft K bie größte unter 

*) $en trtoialen gaH «= 0 fäjliefeen nur im fotgenben au$. 
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3Kajima uttb SJiinima. 89 
3af)len 1 unb (1 -f a;)"" 1 , fo ijaben wir 

\K\<»Q\*\ n - 1 x- 

9hm fonoergtert für \x\ < 1 bic Steide (6. 79 f.) 

i + 6)'+ß)'+-' 

folglich audj bie SReilje 




unb es tft ba^er 

mitJjm MmR n = 0, fo bafe mir fjaben: 

(1 + *)« = 1 + ß)* + + • • • (|*| < 1). 

$iefe8 SRefultat ift und fdjon bcfannt (ogl. § 39). 

§ 45« #tanma mrt> JRitrima. 

•Jftan Tagt, fjabe an bcr ©teile x 0 ein ÜRajimum*^ 
(Minimum), wenn fid) um x 0 ein Snterroall ( x o~ e > x o + £ ) 
fonftruieren Iäfct, fo bafj f(x^) ber gröfjte (flemfte) 3unf- 
tionäroert in biefem Snteroatl ift. 2öir fe$en oorauS, baf$ a? 
im 3nnern eines ^nteroallä i a * ^ e 6^ m roelcfyem /*(#) befiniert 
ift. 5ür ffllarjma unb Minima f>at man audj ben gemeinsamen 
tarnen (Sjtrema OPluraliä oon ©rtremum). 

Söenn f(x Q ) ein ©jtremum ift unb bie Ableitung f (x 0 ) 
cjifticrt, fo mu| f{xj) = 0 fein. 

3ft \h\ < e, fo §aben bie 2)ifferenjen 

f(x + h) - f (s) unb /*(> - ä) - f(x) 
badfelbe 3«^^/ alfo bie $>ifferenjenquotienten 

Ä - unb — ^ 

entgegengefefcte 3*idj*n. kennen mir u ben pofttioen, t> ben nega* 



*) ober A^ 0 ) fei ein SRarnnum (Minimum). 
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90 II. Differentialrechnung. 

tiaen oon ihnen, bann fyit man # 
lim u =- f (x 0 ) unb lim v = f (x 0 ) . 

h = 0 A = 0 

3luS ber crften ©leidjung ift gu fchliejjen, bafe /* (« 0 ) ^ 0, aus 

bcr gwetten, baj /"(^o) ^ 0 f cm mu i Solcjltc^ ift f (& 0 ) — °- 

5ln ber ©teile # = x 0 ift alfo bie Sangente 
ber Stlbfurue oon f(x) parallel jur x-M^t. 
I 3Jlan ftet)t fofort, ba| bieS nur eine not= 
y toenbtge, aber feineSroegS eine hinretchenbe 
^ ©ebingung für baS Eintreten eines ©rtre* 
mumS ift (ogl. gig. 13). 2öet£ man nur, 
bafj f (x 0 ) — 0 ift, fo fann man noch ntct)t 
behaupten, bafj f(x 0 ) ein SJtarjmum ober 

> Minimum ijl 3" *>er $rarte fann man 

biefe 33efjauptung gewöhnlich auf ©runb 
beS folgenben ©a$eS machen: 

2öenn f(x) im Snnern öon ( x o "~ £ / x o + £ ) überall eine 
Ableitung ^at unb biefe Ableitung ift für x < x 0 pofitio, 
für x > x 0 bagegen negatto, fo ift f(x 9 ) ein ÜRaEimum. 
Sft bie Ableitung für x < x 0 negatio, für x > x 0 bagegen 
pofitio, fo ift f(x 0 ) ein Minimum. 

3m erften Satte gilt nämlich folgenbeS: Söenn x oon x 0 — e 
bis a; 0 junimmt, fo toächft f(x); nimmt aber x weiter oon £ 0 bis 
+ f 8 U / f° «iwmt f(x) ab. 3*« gmeiten gaffe ift es umgefe^rt. 

§ 46. <$rft|fttr im* kleiner 4funktt0n$ro*rt in rinrm 

enMidjen Sntenrall. 

/•(fl?) fei für a ^ a; ^ b ausnahmslos ftetig. (Sin in (a, 6) 
enthaltenes Snteroaff (a, ß) »offen mir ein ausgezeichnetes 
Settinteroall oon (a, b) nennen, luenn eö tn (a, 5) feinen $unf= 
tionöroert gibt, ber bie fämtlichen grunftionStoerte in (a, ß) übertrifft. 

Söenn man (a, b) mittelft beS SBerteS c — ^i- { n ( ö/( c ) 

unb (c, b) gerlegt, fo ift toemgftenS eins ber beiben Seilhtteroaffe 
ein ausgezeichnetes, ©onft liefen fia) nämlich in (a, b) x l unb x % 
fo wählen, bafj 

für a^x£c feXffa), 
für c^x^b f(x)<f(x % ) 
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©rö&ter unb fleinfter gunfttonStoert. 91 

märe. @iner ber beiben SBerte f(x^), f(x % ) märe aisbann größer 
als alle gunfttonSroerte in (a, b), toaS offenbar ein SBiberfprud) ift. 
@S gibt alfo in (a, b) ftd&er eine ausgezeichnete Hälfte (a A , &J, 
ebenfo in (a lt b t ) eine auSgejeid&nete £älfte (fl„ &,) ufro. SP I 
bet gemeinfame ©rengmert oon a n tmb b n , fo lögt ftc§ geigen, bafj 
/*(£) oon feinem SfunftionStoert in (a, b) übertroffen wirb. 
SBäre g. 8. fito) > K6)> f° gäbe es 

in fo, 5 t ) eine ©teile fe, fo bafc /fo) ^ f(t 0 ), 

in (a 8/ Z> 8 ) eine ©teile £ 2 , fo baft /"({,) > ffa), 

in (a 8 , 6 8 ) eine ©teile £„ fo bafe ffo) ^ tfk) 

ift, ufro. £)a lim | Ä — | ift, fo §at man wegen ber ©tetigfeit 

lim f(Q = f®. 

2lnbrerfeits t|* aber lim /•({ J ^ /-(| 0 ) > /•($). 

SBenben mir biefelbe ©etrac^tung auf — f(x) an, fo gelangen 
mir gu einem gunftionSroert /*(£), ber in (a, 6) ber fleinfte ift. 

@3 gilt bemnac^ ber folgenbe (gum erften ÜUtol oon 2Beier= 
ftrafe auSgefprodfjene) ©a$: 

23enn f(x) für a^x<£b ausnahmslos ftetig ift, fo 

gibt es in (a, b) tine ©teile | unb eine ©teile |, fo bajj 

/•(I) ber größte, /*(£) ber fleinfte Sert ift, ben f(x) in (a, 6) 
annimmt. 

Siegt £ im Innern oon (a, 6) unb eriftiert bort bie Ableitung 
f (*)/ fo ift notroenbtg (£) — 0; benn oon ben £)tfferengenquo= 
tienten 

i(t ber eine u größer gleia) SRulI, ber anbere v fleiner gleich ÜRuü. 
®a bei na<$ ÜRulI fonoergierenbem h forooljl lim w ■= f(%), als 
audj lim v — * /''(J) ift, fo fann /*'(£) meber pofttio noc§ negatio 

fein. Söenn | im Snnern oon ( a > &) 1**9* un ^ mc Ableitung 
f (*) erjftiert, fo ift f(6) = 0. 

2Ran fann hieraus einen neuen Seroeis beS SfyeoremS oon 
SRolle gewinnen (§ 30). üftadj ben bort gemalten SßorauSfefcungen 

mufe nämlio} roenigftenS eine ber beiben ©teilen £, £ im 3"ncm 
oon (a, &) liegen. 
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92 H. Differentialredmung. 

§ 47. «rifrtfl*- 

1. a x , a^, a z , . . ., a n feien gegebene 3<*f)fen. 2ßir fudjen x 
fo beftimmen, baft 

f{x) = {x- ai y + (x - a,)* + • • • + (x - a n y 

mbgli<$ft Hein wirb. 2öir finben 

f(x) 2(x - ^) + 2(x - ö 2 ) + • • • + 2(x - a n ) 

- 2 *i* n—y 

§ier ift 

für *<-Lr_!Z 1 /»<0, 

bagegen 

... «i +«t H — «» s 

für ä > — — f (x) > 0 . 

daraus fefyen mir, bajj bie gunftion f(x) an ber ©teile 

«1 + «1 H h a n 

x — 

n 

ein 3Jttmmuin unb gugleid^ ityren fleinften 2Öert f>at. 

2. (Sin $oUnbrifc§e§ (oben offenes) ©efäfi ju fonftruieren, mU 
df)e8 bei gegebener Oberfläche einen möglidjft grofeen 3nf>alt f>at 

r fei ber ©runbrabiuS unb h bie §öf)e be8 ©efäjjeä. $)ann 
ift bie Dberflädje 

nr* + 2?rrÄ = 5, 

ber 3"Mt 

£)a aus ber erften ©leicfyung 



2 

folgt, fo wirb 

2 

£)ie SBeränberUc^e r ift, rote bie GKeic^ung für £ lefjrt, auf baS 
Snteroatt (o,]/f) befcfjränft. 

dV ^ S-Snr* 
dr 2 
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Differentiation öon f{x, y). 93 

ift pofttb für 0 < r < |/^ unb negatio für <r< "|/^- 
2>ie gunftion V f)at alfo für r = ein ÜJlajttnum unb ^ugleidj 

iljren größten Söert. 33erccr)net man /*, fo finbet man h = l/^ • 

@8 ift alfo ä = r. 3)a8 ©efäfj tnu( fo bef Raffen fein, bafi 
bie §öj)e gleidr) bem ©runbrabiuö ift. 

§ 48» Stfmnttatum wm ^Funktumen nwljrmr 

3öir befdjränfen unä auf ben gatt oon jroei unabhängigen 
33eränberlic&en x, y, bte mir als 9t6f$iffe unb Orbinate eines %\xnh 
teS in 33e$ug auf ein redjttotnnigeS Sldjfenpaar beuten motten. 

Söenn e§ ftcf) um eine gunftton z = f(x, y) fjanbelt, fo brauet 
jte nicr)t für alle SÖertfnfteme (x, y) befiniert ju fein, fonbern nur 
für eine gemtffe SJtanmgfaltigfeit foldjer SBertfnfteme ober, geometrtfdj 
gefproc§en, in einer getroffen Sßunftmenge (ogl. ©. 10). flbiefe Sßunlk 
menge fann 3. 93. au§ allen fünften etneä 9ied)tecf3 beftetyen, beffen 
Seiten parallel ju ben ßoorbinatenac^fen fmb; x unb y ftnb bann 
ben SBebingungen 

a^x^b, c^y^d 

unterworfen. @tne fold&e ^unftmenge motten mir als ein (jmei^ 
btmenftonaleä) 3n*e™all be$ei<§nen unb bafür (a, b; c, d) 
fdjreiben. 

2Bir nehmen jefct an, bafj f(x, y) in bem Snteroatt (a, b; 
c, d) befiniert ift.*) £)ann ift, menn c ^ y Q ^ d, 

<p(x) = f(x, y 0 ) 

in bem S^teroatt (a, b) eine gunftion oon x unb 

Ä /*(><» y), 

menn a <Lx 0 <^b, in bem 3Weroatt (p, d) eine gunftion oon y. 
%iftieren nun <p'(x Q ), t//(y 0 )/ fo nennt man <p'(a? 0 ) bit 21 & 5 
leitung oon #) na<$ x unb i//(#o) bte Ableitung oon 
f(x, y) nadj y an ber ©teile (# 0 , ?/ 0 ). 33etbe Ijetfeen bie 
partiellen Ableitungen oon fix, y) an ber ©tette (a: 0 , y 0 ) 

*) Damit ift nidjt auSgefäjtoffen, bafj fix, y) auä) nod) für anbere 
fünfte befiniert ift. 
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94 II. $tffcrenttalred)nung. 

unb tfjre 33ered)mmg bie partielle Differentiation. 3Wan fyd 
für y'fco) Sejei^nung fi(x 0 , y 0 ), für t//(y 0 ) Me $3ejei<$nung 
fy(*o> Vo)- 

(gitteren f x (x, y), f y (x, y) in betn 3nteroatt (a, b; c, d), 
fo fann e8 fein, bajj pe pd) an ber Stelle (x 0 , y 0 ) roieberum naa) 
a unb y Differenzieren laffen. Die Ableitungen non f*(x, y) naa) 
# unb y an ber ©teile (x 0 , y 0 ) bejetc§net man mit 

fxx(x 0 , y 0 ) bjro. fZ y (x 0/ y 0 ), 

bie Ableitungen tum f y (x t y) na$ x unb y an ber ©teile (s 0 , y 0 ) 
mit 

Diefe oier ©röfjen nennt man bie partiellen Ableitungen 
jroeiter Drbnung »on f(x, y) an ber ©teile (x 0 , y 0 ). ^n ä^m 
lieber 2öeife werben bie partiellen Ableitungen Dritter unb Ijöfjerer 
Qrbnung bepniert unb bejeidjnet. ($8 gibt, rote man peljt 2* par- 
tielle Ableitungen n*ter Drbnung. Sur geroöljnliä) rebujiert pä) 
aber tfjre Qofyl auf w + 1, road man mit §Ufe be8 folgenben ©afceS 
nadjroeifen fann: 

2Benninbem3nteroall(a,&;c,d)/'i'yunb/>»ejiftieren*) 
unb an ber ©teile (* 0/ y 0 ) in (a, 6; c, <*) ftetig finb, fo ift 

fxy{x^ t y 0 ) = fy»{x^ f y 0 ). 

Die ©tettgfeit einer gunftion von jroei &eränberli$en wirb 
ganj äljnlid) bepniert wie bie einer gunftion oon einer Seränber- 
liefen. F(x, y) Reifet an ber ©teile (x, y) ftetig, roenn au8 
lima^ = z, lim y imm er f 0 1 g t lim F(x n , y n ) = F(x, y) ; babei 
müffen alle fünfte (z Ä , yj foroie au<$ ber Sßunft (x, y) ber Sßunfc 
menge angehören, in ber F(x, y) bepniert ift. 

Um nun ben obigen ©a$ gu beroetfen, betrauten mir ben 
AuSbrwf 

/"Oo + ä, y 0 + k) — f(x 0 + h, y 0 ) 

— ffa, yo + k ) + f(*o> y 0 ); 

(*o + h,y 0 + k)1ott rote (x Q , y 0 ) in (a, 6; c, d) liegen, ©efcen roir 

/iW = f(^y 0 + *)-f(^2/o)- 

unb 

*) ftaturtig müffen bann audj f r unb f y ejiflieren. 
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Differentiale öon f{x, y). 95 

fo wirb ber obige StuSbrucf glei$ 

fi(*o + h ) ~ AOo) - h f'i(*o + 
unb au$ gleich 

fifa + *) - äW - + 

# x unb # 2 liegen gimföen 0 unb 1*). 
9Ran Ijat aber 

fiifr + - £(*o + fo + *) ~ £(*o + *) 
unb 

/iOfo + - £ + y 0 + M) - £fo/ + M) 

- *tf«(*o + *!*/ fo + 

^ unb # 8 liegen nrieber jroifd^en 0 unb 1**). 
2Bir troffen alfo, bafc 

tfrfo + *A y 0 + - tf.fo + *t fo + V) 

iß. gaffen wir ä unb naa) fonoergieren, fo fonoergieren 
bie beiben ©eiten ber ©leidjung nadf> /^yfo, y Q ) unb /"i'xfo/ y 0 ), 
fo bafj fzy(x 0 , y 0 ) — ^rfo, fo) f ein mu i 

Differentiale bon /(#, f/). 

2Benn y) in einem gnteroall bepniert ift unb an ber 
©teile (x,y) in bemfelben bie partiellen Ableitungen f x , f y eriftieren, 
fo nennt man ben 2lu8brucf 

f ' x (xy)h + f ' tJ (x, y)k 

baS Differential oon f(x, y) an ber ©teile (x, y) unb be= 
jeiefcnet eS mit df(x, y). h unb k ftnb jroei ©röjjen, bie oon 
x, y gänglia} unabhängig finb. ©efct man in ber gormel 

äf{x, y) - f x h + f y k 

f — s unb /* — y, fo ergibt fta; 

*) SHe ©ebingungen be$ flRitteUoerrja&eS finb auf ®runb unfern 
S3orau8fefrungen erfüllt. 

**) «uO) Ijter finb bie »ebingungen be3 TOitteXroertfa^ed erfüllt. 

s 
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96 II. $ifferenttatre(fjmmg. 

SBir fönnen alfo h unb Je als bic Differentiale von x unb y be= 
trauten unb fd&reiben 

df(x,y)=f x dx + f y dy. 

Da8 Differential von df(x, y) bejei^net man mit d*f(x, y), ba3 
Differential Neroon mit d*f(x,y) ufro. Sttan §at*) 

d*f{x, y) = df x dx + dfydy 

= f**&x* + fxydxdy + fyxdxdy + fyydy* 

ober, wenn f' xy = ift, 

<*VO, y) = + + /;' y <ty*. 

3n äfjnltdjer SBeife beregnet man d*f(x, y), d*f(x, y) ufro. 

§ 49. ffltfmnttattim }nfammtn$tftfiUx fimxMifmtn. 

F(u, v) fei eine gunftion von u, v in bem Snteroatt (a,ß; y, 6), 
f{x,y) unb g{x,y) gfunfttonen von x,y in bem Snteroatt (a, 6; c, d)\ 
aufjerbem feien f(x,y) unb g(x,y) fo befdjaffen, bafe immer 

« ^ ffa y) £ ß unb 7 £ 9(p, v)£ s 

ift. ©efct man bann 

u = f(z,y), v = ff(x,y) 

unb 

fo ift z burdj SBermittelung oon u unb v eine gunftion oon x unb y, 
unb jroar roirb 

e = F(f(x,y), g(x,y)). 

3Bir motten ba3 Differential dz beredeten. SSorauögefe^t 
roirb, bafj in (a, fr; c, /i, fy f 9x,9y erjftieren, unb in (et, ß; 
y, 6) F' u , F' 9 . $on F' Uf F' v f orbern roir femer, bajj fte in (a, ß; 
y, 6) ftetig ftnb. 

A x <p(A y (p) fei ber 3uroad&3, ben eine gunftion q> erfährt, roenn 
man x burefj x + Ax (y burc§ y + dy) erfefct**). Dann ift 

A x z — F(u + A x u, v + A x v) — F(u, v) 

— F(w + A x u f v + A x v) — F(u, v + A x v) 

_____ + F(u, v + A x v) - F(u, v), 

*) dx unb dy ftnb als Äonftanten anjufe^en. 
**) unb (x + ^/j;, y -f Ay) mögen betbe in (a, 6; c, d) 
liegen. 
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Differentiation aufammengefefcter gunfttonen. 97 

alfo nadj betn ^Wittctocrtfa^ 

A x z = F' u (u + %A x u, v + A x v) A x u 
+ F',(u,v + &A x v)A x v, 

folglich 

A x z f d x u 
— = F u (u + *A x u, v + A x v)~^ 

Saffen wir Ax nadj SRuH fonoergieren, fo wirb 



alfo 

lim = 0, lim = 0. 
2Jtan $at baljer, toeil F' u unb F' 9 an ber ©teile (w, ftetig ftnb, 

lim K(u + #4rW, v + A x v) = JF^w, t;), 
lim .Fi (w, v + = F' 9 (u, v) 

unb 

** = üm ^aT F ' uU ' x + JP ' ri; ' jr ' 
©benfo finbet man 

a z 

Zy — Um = JP' tt Wy + l^Vy. 

@3 ift fomit 

djer = z x dx -f 4^ = F'udu -f l^dt;. 

®enau ebenfo roürbe baS Differential dz ausfegen, 
roenn u unb v bie unabhängigen 33eränberlid)en wären. 

2Benn bie jroeiten Ableitungen oon w unb v in {a, b; c,d) 
eriftieren unb bie gleiten Ableitungen oon F(u, v) in (a, ß; y, ö) 
ftetig ftnb, fo f)at man*) 

d 2 z = dF' u du + dF',dv 

+ F' u d*u + F^dFv, 

alfo 

d*z = JPuu^w 2 + 2JP'J ü dudv + 2C<^ 2 + F' u d*u + F' 9 d*v. 

*) SBir benufceu t)ier, bog d(wt?) = udv + t?di* ift. ergibt 
ficr) au$ ber allgemeinen ftormel für dz, wenn wir F(u, v) = uv 
jetjen. 

W9ht® 197: JtotualetuSIi, 3fnfiniteflmatted)ttung. 7 
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III. gntegratredjmmg. 



$ie 2luäbrücfe für d*z, cfits, . . . lafjen ftdj auch leidet er- 
halten, ^ebenfalls W cn ^ e Sonnein für d*z, d 6 z, . . . anberS 
aus, als wenn u unb v bie unabhängigen $eränberlichen fmb. 3lber 
wenn w unb v von ber $orm kx + + v (X, fi, v ßonftanten) 
finb, fehen fie ebenfo aus, roetl bann d*w =- d 8 w = • • • = 0 unb 
d 2 v = d*v ~> • • • = 0 ift. 



Sritteä Äapitel 
§ 50» JDa* unte|lhnmte StotegraL 

2Benn JPQc) für a <[ # ^ 6 bie Ableitung f(x), alfo baS 
Differential f(x)dx fyat, fo nennt man F(x) ein Sntegral uon 
/"(a) ober uon f(x)dx in betn Snteroall (a, b) unb fchreibt 

F(x) = y r(a)<te 

(JPCöd) gleich Sntegral f(x)dx)*). $>iefe gormel ift alfo oöttig gleich 
bebeutenb mit 

dF(x) = f(x)dx. 

3ft F 0 (x) ein Sntegral t>on f(x)dx in (a, 6) unb JF(#) 
ebenfalls ein foldjeä integral, fo Ijat man 

dF Q (x) — f dfJP(x) = 

alfo 

d(JPW - F 0 (x)) = 0. 

^(flc) - F 0 (x) hat bemnaa) (»gl ©.58) für a ^ s <; & einen 
fonftanten 2ttert Q, b h- e8 ift 

F(x) - F 0 («) + 0. 

Umgefefjrt ift 2^0*0 + <?/ roa§ auch bfe ^onftante C fein 
mag, immer ein integral non f(x)dx, weil 

d(F 0 (x) + Ö) - d-FoW = 

ift- 



*) SBenn F(x) nur im 3nnern toon (a, 6) bie Ableitung f(x) 
hat, (o fagen mir, F{x } fei innerhalb (a, 5) ein Sittegral öon f(x). 
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F 0 (x) + C nennt man, roetl barin bte unbefttmmte &om 
ftante C auftritt, baä unbeftimmte Sntegral oon f(x)dx. 
SebeS gntegral oon f(x)dx läfet fu§ au8 bcm unbeftimmten 3nte= 
gral burdj ©pegialifierung ber ßonftanten C, ber fogenannten 
SntegrationSfonftanten, erhalten. 

eine gunftion f(x) integrieren fjeifjt ifjr unbeftimmteS 
Sntegral finben. 

1. 3ft ^ ber ÄonoergenarabiuS ber spotenjreifie 

«o+ a i x + a s x *+ ' ' ' 
unb fefct man t 

f(*)= a 0 + a i * + * ' ' * <P) 

fo wirb innerhalb (— £ 



f(x) d x = C + a 0 * + + + 



9la$ § 38 E)at itamlidi bie 3teit)e 

0 + ^0^+ 2 " + "V 

auefj ben ^onoergenjrabiu^ q unb für |#|<$> bie Ableitung f(x). 
SnSbefonbere wirb 



ß 



(a 0 + a t x + • • • -f- a n #*) dx 

a r x* a n x» + 1 

=*C+a Q x + 2 -+... + ■ 

3)aö Sntegral einer ganjen rationalen gunftion w=ten 
©rabeS ift alfo eine ganje rationale gunftion (w + 1) - ten 
©rabeS. 

2. $)a3 Sntcgral einer rationalen gunftion ift feineöioegö 
immer roieber eine rationale gunftion. §ur n — — 2, — 3, . . . 
ift in jebem Snteroall, reelles bie md)t enthält, 

x n+1 

alfo 



n + 1 



1 w-f-l 



7 ; ' : 
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dagegen ift für x > 0 

/dx 
— =C + \ogx, 

d x 

weil d\ogx*= — , unb für x<0 

x 



J^=(7 + log(-*), 



d ( x} d x 

weit d log (— x) = ->-^ = — • gerner ergibt ftdj aus d arc tg a; 

fq^f = C+arctgz. 
2Iu§ d arc sin z = folqt 

JyT^^ C + arcsinaJ - (— 1<*<0 

SBenfo folgt aus 



dlog(> + )/l+# 3 ) 



1/l + s 2 ' 
bafc 

ift. 

3. 2öenn z > 0 unb * + 1 ^ 0*), fo $at man 

x n+1 

Sllfo ift für * > 0 unb n + 1 ^ 0 
3. SB. ift füt » > 0 



— 



*) Den gratt, roo n eine pofittoe ober negaribe gan$e 8^1 ift, 
fjaben nur fäon erlebigt. 
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fo fjat man 



SnSbefonbere ift 
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d. = a x dx 

loga 



f fdx = C+<f. 



5. 2luS 

d (— cos») = sinxdx, dsxnx = cosxda; 

folgt 

J sinarda; = C — cos«, J cosaefo = C + sins. 
dtex= — , d ( — cot a?) «= -r-=- 

ergibt fidr) 

J cos*x * ' J Bin 9 x ■ 

im erften gaße ift # auf ein 3>ntert)att gu befdjränfen, in meinem 
cosa; ntdjt null ift, im jroeiten ^atte auf ein SntertJaÖ, in meinem 
sin # ntdjt null ift. 

f(x) fei in bem 3ntert)aff (a, b) überall pofttio unb Ijabe bie 
Ableitung f (*). $ann ift (nad& § 33) 

w \ f{x)dx 
d log f (*) , 

alfo 



r^f?_ 0 + log/(x) . 



3. 8. fjat man, wenn sin a? in (a, 6) nirgenbS null ift, 

J*cosa;da: ~ , , 
-^--Cf + logwi», 

ebenfo, toatn cos s in (a, 6) nttgenbä null ift, 



sin x dx ~ , 

= C — log cos a; . 



cos a; 
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§ 52* $ilfstnttt*l jur »mtnfattroiuj mm SnUjralnu 

1. fcf(x)dx = c ff(x)dx , 

in Söorten: eine ßonftante barf man oor bas SntegraU 
jcic^cn jief>en. ScrociS: 

d(cf(p)) = cdf(x). 

2. / (f(x) + g(x))dx = / f(x)dx + fg(x)dx, 

in Sßortcn: ba§ integral einer ©umme ift glcid) ber ©um= 
me ber integrale ber ©ummanben. 93eroet3: 

d(f (x) + g{ß)) = rffO) + dg(x). 

Der ©a$ gilt für eine Beliebige enbftdje Slngatyl non ©ummanben. 

3. 2öenn f{x) unb g(x) innerhalb (a, b) bte Slblettungen 
f(x) unb /(ae) f>aben, fo ift 

f(x)g(x) - jg{x)f{x)dx 

eine gunftion mit ber Ableitung 

W-gf-fs 9 , 

alfo ein Sntegral üon f(x)g\x)dx. Söir Ijaben bemnadj 

/ f(x)g f (x)dx - /OM*) -/ g(x)f(x)dx. 

Das ift bte SRegel ber partiellen Integration, ©te füfyrt baS 
3ntegral f f(x)g'(x)dx auf baS (unter Umftänben einfachere) 

Sntegral J g(x)f(x)dx gurücf. 

4. F(u) ^abe für a <£ u <; /J bie Ableitung F'(u) — g>(w), 
/*(*) für a < x £ b bie Ableitung f(x), unb liege beftcuv 
big in (a, ßj. 9tadj § 32 l)at bann F(f(x)) baS Differential 

<p(f(x))f (x)dx. 
Slnbererfeitö aber ^at F(u) baS Differential 

q> (u)du. 

^it^in ift uermöge u = 

f<p(u)du= f<p(f(x))f(x)dx. 

Dtefe gormel geigt, nrie man in ba3 S^egral J(p(u)du eine neue 
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SBeränberlid&e einführt. 9Jtan erfefct u burä) f (x) unb du burd^ 
bur<$ f {%) d x, 

§ 53. «eifewl*- 

/d x 
sinaT ^ U & mc $ ncn ; * & eroe 8 e f lc § * n cmcm Sntcroall, 

in roeld&em sin a; niraenbä ncrfd^roinbct. 9Jton f>at 

/da; /* sin x d x C sin x d x 

ainx a J 8m*x ~ J 1— cos*a; ' 

■Jhm ift aber 

L + 1 ) 

1 — cos*a; 2 Vl — cosa; 1-f-cosa;/ ' 

alfo 

/da; 1 j sina;da; ,1 | sina;da; 

sina; % J 1 — cosa; 2 J 1-fcosa; 

— i log(l — cosa;) — ylog(l + cosa;) 

ober roegen 

a; o of 

1 — cosa;=2sin 2 y , 1 + cos a; -» 2 cos* y 

fdjliejjttdj 

2. £)urd) partielle Integration finbet man 

y* e _x a; da; — — e""*a; + e~ x da;, 

e~*a; 8 da;*« — e""*a; 2 + 2 ^ e~ x xdx, 
J* e~ x x* dx = — e- x a^ + n e~* rc"™ 1 da; , 

fo bat 

yc - " 1 a? n dx~= — e~ x (x n + nx n " 1 

+ n (n — l)a; n ~* + • • • +w!) + C 
ift, ober wenn wir x n = f(x) fefcen 

/ r7(^^-e-'(fW+f(x)f..+^W) + C. 



Digitized by Goooh 



104 IE- gntegralredmung. 

$)iefe gormcl gilt auch, wenn f(x) eine beliebige gange ra= 
tionate gunftion n=ten ©rabeS ift. 

3. Um ba8 integral ^* ^ ^ u ^ ercc ^ nen ( _ 1 <^ 

< 1) fefce man x = cos (p, 0 < cp < %. $)ann wirb 

x -i /l — cosqp 1 — cosqp 
l ~~ K l-j-COBqp sinqp ' 

d# = — sinqp (Zqp 

unb 

j*\^\^r^d Xt= ( (cosqp — l)rfqp = O—qp + sin <p 
= 0— arc cos z + |/l — # 2 . 

§ 54. <Eri|tenj ta$ 3tat*arals ritwr ßrttjen 4Fimkttmu 

/"(s) fei für a^x ^b ausnahmslos ftetig. 2öenn (a, j3) 
ein beliebiges in (a, 6) enthaltenes Snteroatt ift, fo motten mir 
mit M (a, ß) ben größten, mit m (a, ß) ben fleinften in (a, ß} 
oorfommenben fJfunftionSroert begegnen. ®aS Sßrobuft (ß — a) 
mal M (a, ß) motten mir B (a, ß) nennen. 

SP «<y<P, fo hat man 

meil Jf(«, /J) > M(cc, y) unb Jf(a, ß) ^ 3f(y, /J). 
2öir motten jefct (a, 6) in bie ieilinteroatte 

(a,^)/ fo,*,), . . . , (x p _ u b) 

gerlegen (a < x x < < • • • < x p _ 1 < b) unb biefe gerlegung mit 
mit 3 bezeichnen. £)te ©umme 

B(a, + i2 fo, a^) + . . . fÄ^.i/ö) 
nennen rotr 

um ihre Slbhängigfeit oon (a, b) unb 3 h^orjuheben. 

$)er Sefer möge in Söorten auSbrücfen, maS £^(3) bebeutet 

$)ie 3 cr legung 3 9 e ^ e au8 3 baburch hwor, bajj man eins 
ber ^eilinteroatte, etma (a, 0), in jmei $eile (a, y) unb (y, jS) 
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jerlegt. Um S*(3) ehalten, mufe man in fij(3) bas ©lieb 
B(a, ß) burc§ y) + B(y, ß) 

erfefcen. SEBtr bürfen ba^er ftd&er fein, bafc 

<(3) k s'M 

ift. ä£(3) »ergröfcert ftd^ alfo nidf)t, wenn man eins ber £eilinter= 
oatte in jmei £eile jerlegt. 2öenbet man biefe SBemerfung mehrmals 
an, fo erfennt man, bajj <s£(3) f i$ ni^t oergröfcert, wenn man 
oon 3 burd) SBeiterteilung (b Ij. burdfj §in$ufügen neuer £eil-- 
punfte ju ben alten) einer neuen 3**fegung übergebt. 

3i/ 8i, 3s, • • • W eine golge oon S^legungen beS ^nteroalls 
(a, &), <?„ fei bie 9Jtorunallänge ber ^eilinteroatfe von 3» (fo 
bafj feinS größer als d n unb roenigftenS eins gleidj ö* n ift). 2öir 
wollen nur foldje folgen oon 3**Iegungen betrauten, roo jebes 
3 n+1 aus 3» Durdfj Söetterteilung entfteljt unb roo aufcerbem 
lim ö n «=» 0 ift. ©erartige folgen nennen mir ausgezeichnete. 

3ft nun 3i/ S»f 3s / • • • emc ausgezeichnete golge oon 3*t 5 
legungen beS QnteroallS (a, b), fo fjat man fidler 

^ ^(St) ^ <(«•) ^ 

gut jebe Serfegung 3 «f «6er *) 

(6 - a)m(a, 6) ^ S s a (3) ^ (6 - a) Jf (a, 6) • 
S)te golge 

• • • 

ift alfo abfteigenb unb liegt in einem enblidfjen Snteroall, fo ba£ 
(na$ § 16) 

erjftiert. 9Bir motten biefen ©renjroert mit ä£ bejeia^nen. 

3e$t fei 3i, 3,, 3 8 , . . . irgenb eine anbere auSgejeid&nete 
golge oon Verlegungen beS SnteroallS (a, b) unb 



*) 3ebeS ©lieb — a) Jf(a, /?) in 5^(8) ift nämlid) grö&er ober 
gletdj (ß — ct)m(a, b) mit Heiner ober gleld) (ß — a)M(a, b). 
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IQQ III. 3ntcgtoIre^uuiig. 

©reifen mir auä ber Sorge 

<(&), <(&) • ■ 

ein ©lieb S*(3) 5«««* un *> an, bafe 3 p^eil 

»atte aufroeift. $ie £«Iinten>aHe von 3, prfaOen baim in 1&e m 
auf 3 in jrpei «offen: 

1. foldje, bie in einem ber Seilinteroalle von 3 liegen, 

2. folc$e, bie toemgftenä einen ber 2eilpunfte t>on 3 in i^rem 
3mtem enthalten. 

Offenbar fann eS nid&t mefjr aß p — 1 SteilinterDoITe gnjeiter 
ßlaffe geben. 

Die ©lieber B(a, ß) öon ^(3 Ä ) nennen mir ©lieber erfter 
ober gweiter ßlaffe, je nadjbem («, 0) gur erflen ober groeiten älaffe 
gehört, »ie ©lieber ameiter ftlaffe geben eine Summe, bie «einer 
ober gleich 

ift (<*„ bie 3JlarjmaIIänge ber Seilintemlle t>on 3 Ä ). $j c @Kcbcr 
erfter Äloffe ftnb gufammen nid&t größer als fijß). <g s ^ ^ 

alfo wegen lim S n — 0 
©enau ebenfo ergibt ftc$ 
2öir fönnen alfo föliefjen, bafe 



ift. 

S b a (S) fonoergiert alfo immer nadj bemfelben ©reng= 
mert k a , wenn 3 irgenb eine ausgezeichnete ftolge oon 
3erlegungen beS ^nteroallä (a, b) burdjläuft 

2öir miffen, bafe S*(g) imnter 8 rö & er obcr ölci * ( h ~~ a ) m (<*, b) 
unb Heiner ober gleid>°(& - a)M(a, b) ift. fcaöfelbe gilt folgl^ 
aud£ oon unl> ba bie gunftion (b-a)f(x) ftetig ift, fo gibt eä 
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(t>gl. § 30) in (a, b) eine ©teile £, fo bafe 

< - (* - • 
SBenn a < c < 5 ift, fo ^at man 

S 6 - S e + S b - 

a a 1 c 

Um bieä $u beroeifen, Brauet man nur eine ausgezeichnete $oIge 
«81 / 3g/ 3s/ • • • 3 U betrauten, in ber 3i We Verlegung t>on (a, b) 
in (a, c) unb (c, 6) ift. £*(3„) fpaltet \vf) bann in jmet 93eftanb= 

teile, üon benen einer nadj S*, ber anbere nadj fonoergiert. 
Sttadjen mir bie Seftfefcung, bafc immer 

(i a 

fein fott, fo gilt, wie man audj x lf x t , x s in (a, b) mahlen mag, 
immer bie gormel 

w ^+«^ + «2-0- 

@6enfo ift immer, roie auch x unb x + h in (a, b) liegen mögen, 
(**) S* x +h =*hf(x+öh). (0^*<:i) 

Qefct motten mir bie gunftion 

F(x) - ^ 

betrachten unb oon iln* jetgen, bajj fie in (a, b) überall bie 2lb= 
leitung f(x) r)at. SDamit fyaben mir bann bie ©riften^ eines 3" 5 
tegralS oon f(x) beroiefen. 

yiaä) gormel (*) ift, roenn bie beiben Sßerte x unb x + h in 
(a, 6) liegen, 

F(x + h) — F(x) - £ + * - S x a - £r z + h , 
alfo nach (**) 

F(x + h) - F(x) -hf(x + &h) 
unb baljer (wegen ber (Stetigfeit oon f(x)) 

lim Zl* + hhzJ^) = lim f{x + w) = ^ 

b. h. 

F \ x ) = f(?) ober dF(x) = 
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SWan fa)reibt für ^ 

X 

ff(x)dx 

a 

unb lieft biefeS ©nmbol fo: 

//Sntegral f{x)dx oon a bis x." 

3m ©egenfafc ju bem unbeftimmten integral nennt man 

X 

f*f(x)dx ein beftimmteS integral. @S ift unter ben unenb* 

a 

Udj oielen Sntegralen oon /'(#) basjenige, meines für x = a ben 
SBert 0 $at. 

3ft &(x) irgenb ein Sniegral oon /"(a;), fo fönnen, roie mir 

X 

mtffen, <P(sc) unb J*f(x)dx nur um eine Äonftante C bifferieren. 

a 

@S ift alfo 

X 

ff(x)dx= 0(x) + C. 

a 

©efct man x — a, fo gcl)t biefe ©leio^ung über in 

0 = 0(a) + 0, fo bafc C O(a) 

ift unb 

X 

(***) ff{x)dx = <D(«) - 4>(a). 

a 

®ie redete ©eite biefer mistigen Formel pflegt man mit 

(•(*)): 

ju begeidjnen. 

SBenbet man bie obigen 93etradjtungen auf bie gunftion — f(x) 
an, fo tritt an bie ©teile oon R(a, ß) ber SluSbrucf 

- r(a, ß) = -(ß- «)•»(«, ß), 

wobei m(a,ß) ber fleinfte Söert oon f(x) in (a, ß) ift, unb an bie 
©teile oon S*(g) ber SluSbrucf 

- *C(3) + K x u^) + '" + r(P P -u h ))- 

Saffen mir 3 eine ausgezeichnete golge oon Verlegungen bes 3nter= 
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DaffS (a, b) burd&laufen, fo fonoergiert 

b 

-*1(3) abfteigenb nadf) j(-f{xj)dx, 

olfo 

b 

b /* 

s a (S) ouffteigcnb nad; —J (— f(x))dx. 

a 

£)a nun 

X 

-/(- m)ä* 

a 

bie Ableitung f{x) fjat unb für s — a oerfchnrinbet, fo ift nadj 
gormel (***): 

X X 

ff(x)dx = - f (— f{x))dx, 
— J (- /•(«)) = y f(x)dx. 

a a 

2Öir fef)en fn'erauS, bafj 

5* (3) auffteigenb nadf) ff(x)dx fonaergiert, 



6 b 



a 



wenn 3 eine ausgezeichnete golge non 3^gungen beS 3"tert)att3 
(a, b) burd>läuft. $a S b a (3) bemfelben ©ren$n>ert abfteigenb gu= 
ftrebt, fo ift immer 



§ 55» (Ktnffflinmg txmx nmtn Qtx&rfotxlxüitn in txn 

teJHimnte* 3ntegraL 

^abe in (a, 5) eine ftetige SIBIeitung f (x) unb es fei 
a ^.f( x )t^ß' 3*rner 9>M ein* ftetige gunftion in (a, ß). 
ßnblich 1« f(*) = r, fQ>) - 

2)ann r)at M 

F(u) — f<p(u)du 
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bie 2l6leitung g>(u). ©efcen nur u = f(x), fo wirb F(u) eine 
gunfrion oon x, bie nach § 32 bie 3l6lettung 

hat. wirb alfo, weit y = f(a) unb JF(y) = 0 ift, 



X 



unb inäbefonbere (für x = 6) 

cJ 6 



y = y <p(f{x))f(x)dx. 



o 



§ 56* Äm$mm$ »an jUtytnmtyatttn. 

f(x) fei für a ^ # <J & ftetig unb nie negatio. £)ie Silbfuroe 
von f(x) liegt bann gan$ auf einer (Seite ber #=2lchfe. 2öir wollen 
von ben (Snbpunften ber öilbfuroe Sote auf bie $=3lchfe fällen unb 
ba3 glächenftücf 2t betrauten, welkes biefe beiben Sote, bie #s2td)fe 

unb bie Silbfuroe umgrenzen. 

Pehmen nur irgenbeine Verlegung 3 
ber öaftö bes glächenftüdfe, b. h- beä 
Snteroattä (a, &), oor unb errieten in 
ben £eilpunfien £ote auf ber «*3lchfe, 
fo zerlegt fich baä glädjenftücf in eine 
Slnja^t gleichartiger glächenftücfe. 3ft 
. (cc, ß) eins ber Seileintroatte unb 
m(a, ß) ber fleinfte, M(a, ß) ber 
gröjjte gunfttonöroert in (a, ß), fo ift 
baö über fa, fteljenbe glächenftficf nicht fleiner als ba3 SRechtecf 
(ß — a)m(a, ß) unb nicht größer als baä SRechtecf (0 — a)M(a, ß). 
@3 ift fomit ftc|er 

4(3)^*^^(8). 

Säjit man 3 eine ausgezeichnete golge oon 3erlegungen burdj* 
laufen, fo fonoergieren bie einfchüefcenben ©rbfjen beibe nach 



CL 




J f{ x )dx. folglich ift auch 



»-/>(*) 



dx. 
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$ie$erec§nung eines gläcfyeninljaltS nennt man eine Duabra* 
tur, rpeil eS nad) SluSfüfjrung berfelben möglich ift, ein gleidj grofjeS 
Guabrat anzugeben. 2Tudj bie SBeredmung eines befttmmten $nt& 
gralS nennt man infolge beS obigen 3ufammenI)angS eine Quabratur. 

§ 57. «eißriel** 

1. 3)ie Silbfuroe t>on y = ^ (0^#<#o) ift ein Sßarabel* 

bogen. £)er Snljalt be§ gläcfyen- 
ftücfS 21 (in ber gtgur Staffiert) ift 
gtei($ 



1 C 2J -i 



V. 


/ 




Ii 1 


1 


0 





Siß. 15. 



2)er Sßarabelbogen teilt alfo baS 9tedjt= 
ecf aus x 0 unb y 0 fo, bafe ber eine Seil 
boppelt fo grojj roie ber anbre ift. 

2. 2)ie SBilbfuroe »on y — Vl—x 2 (- 1 <T a <; l) ift 
ein £albfreis. $>er Qn^alt beS ßreifeS ift ba^er gleidj 

i 

2 JVl — x*dx. 
-l 

Um biefeS Sntegral ju beregnen, roenben mir bie partielle 
Sntegration an. 3)anadj ift 



alfo 



unb 



2 / |/l — a^eta = rcj/l — + arc siu a: + C 
i 

jYl — x*dx = aresin 1 — arc sin (— l) = it. 



2 

-l 



3. Söenn ein SRab in geraber Sinie rollt ofjne $u gleiten, 
fo befd&retbt jeber $unft feine« SRanbeS eine Äuroe, bie man eine 
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3«ttoibe*) ttennt. ©ie be= 
fteljt auö unenblioj fielen fon= 
gruenten Sögen wie ÖP.B. 

2Bir wollen baö gtädjen= 
ftütf beregnen, bajj ein folcfjer 
3p!Ioibenbogen aufammen mit 
ber Safte OB umgrengt. Slu« 
ber gtgur, in melier ber 
bogen PQ gleidfj 0 Q tft (wie au« 
ber Definition ber^nfloibe folgt), 
entnimmt man, bajs bie ßoorbinaten eine« Snflotbenpunfteä P 
bur$ bie gormein 

x = a(t — sin*), y = a(l — cos*) 

gegeben ftnb. t ift ber 9BinfeI P(7#. 2Bemt t von 0 bis 2n 
roädjft, befajretbt P ben Snfloibenbogen APB. Da 

<ta=a(l — cos*)d*, ydx = a*(l — cos*) 2 d* 

ift, fo ift ber &u bered&nenbe gläd&eninljalt gleich 

a 8 / (1 — cos*)*d* =- a 8 r (1 - 2 cos* + cos**)rf* 
o o 

ober wegen cos 2 * = ~{l + cos 2t) gleidjj 



2* 



^ — 2 cos * + i cos 2 *)d* = 3 



Der gefugte gläc$emn$alt ift alfo gleto$ bem Dreifachen be3 er, 

jeugenben Greifes. 

4. 2öir motten, wenn Ä unb B bie @nb* 
punfte ber Äuroe y — f(x) fmb (a ^ a <S &), 
baS gläd&enftücf 33 beregnen, weldjeä bie ßuroe 
jufammen mit ben beiben @eraben.AO unb OB 
begrenzt. 

@8 möge ber fpe*ielle gall oorltegen, ben 
gig. 17 barftettt. Dann $at man 

^. 17 . $ = Ä B'BA + OÄA - OB'B . 




*) ©alilei ift ber erfte, ber biefe Jhiröe betrautet $at. 
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33 ydx — ^J (xdy + ydx), 

a a 

b 

33 = ij (ydx — xdy). 



a 



$ie unabhängige SBeränberlidje ift hier 

2) iefe gormel rührt t>on Setbnij h er - 

§ 58* flmdjmmg tum Äasenlffogetu 

y = ^abe in (a, 6) eine ftetige Ableitung fix). 2öir wollen 
bie Bogenlänge ber Bilbfuroe oon f(x) beregnen. 2öir ^erlegen 
(a, b) in bie $eilinten>alle 

unb nennen biefe 3^Iegung 3- * 

3) ie ßuroenpunfte, beten Slbfeiffen 

jtnb, mögen 

feigen. $ie Sänge ber gebrochenen Sinie 
-4 j\P 2 . . . Pjp-\B bezeichnen mir mit Z(3) 
■Jöenn 3 eme ausgezeichnete golge oon ° 
3erlegungen burdjläuft, fo fonoergiert, mie 
mir fe^en werben, Z(3) immer noch bemfelben ©renjroert l. 3)iefer 
©renjmert ift bie gefugte Bogenlänge**). 

•) 2Bir nehmen an, ba& f{x) in (a, b) jtetig ift, bamit bie 
Sntegrale e£ifiteren. 

**) $ie Bogenlänge einer Itabe ift hierburch überhaupt erft befmiert. 
Sinnlich hätten wir e$ ftreng genommen auch bei bem Flächeninhalt in 
§ 66 machen müffen. 

«Wud 197: ÄotuaIett*M, 3nfUrfteflmalredjnunfl. 8 
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SSenn nrir bic ©eljne beregnen, bie bem Snteroatt (a, ß) ent= 
f pridjt, fo finben nur 

ViF^yTm^TMy = (/*-«) Vi + f\sy 

(« < i < « 

$abei f)aben wir ben ÜKittetrocrtfa^ au§ § 30 angeroanbt. ©e$en 
mir 

9 (x) = yr+7 f (i) 

fo wirb 

K3) Ä Oi - a)v(Si) + Os - *iMii) + • ■ • 

Ii / §»/ • • •/ £ p liegen bejüglidj im gnnern oon (a,^), fo, x % ), 

2Bir motten ben gröjjten unb ben fleinften SBert oon tp(x) 
in (a, mit M (a, ß) unb m(a, ß) bejetdjnen. $ann ift 

U3) £ Oi — *i) + fo - «O^fo, x 3 )-\ 

KS) ^ Oi - a)w(o, x x ) + fo - x l )m(x u + • • • 

$te beiben HuSbrücfe red^tö fonoergieren aber, roenn 3 e i«* 
auögejeidmete golge t>on Verlegungen burd&läuft nadj 

6 6 

j Vo) = /Vi + f 2 (x)dx*). 

a a 

2Ufo ift aud> 

ober wegen dy = f(x)dx 



*) yi + f**(xj ift na4 § 32 ftetig, weil Vl + i*» unb f (*) 
ftetig finb. 
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Ydx* + dy* nennt man baä 33ogenbifferential, weil 

X 

dfVdx*~+~dy* = Ydx 2 + dy 2 

a 

ift- 

2)ie Berechnung einer Bogenlänge nennt man eine SRefti- 
fifation. 

§ 59. faifyith. 

1. 2Benn y = ^ ift, fo wirb 

alfo bie Sänge beS $arabel6ogen$ in § 57, 1 gleid; 



1 + ^dx. 



SDic partielle Integration liefert 




ift. 3)a§ lefcte 3 n ^egral fönnen mir aber beregnen, ©efcen mir 
nämltcty * = hz, fo mirb nadj § 51,2 

8* 
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3llfo tfl _ 

unb 



Qlfo 



ober 



2. Sei ber 39«oibe ift 

dx = a ( 1 — - cos f) dt , dy = a sin t dt , 

dx* + dy*=>a* { (1 - cosf/ + sin«*} dt 2 
= 2a'(l-cos t)dt* 

dx* + dy* = 4a* sin 2 ^ dt* , 



folglich 

V't/^M.V 2 = 2 a sin y . 
$ie Sänge eine« ganzen 39ttoibenbogen8 n)irb 

2o y siny d*=-4a(cos y)** = 8a. 
o 

£>te Sänge eines 39^otbenbogen8 ift olfo gleiä) bem nier= 
fadjen $)ur<$meffer be8 ergeugenben Greife«. 

§ 60» Stallt utü> 4ÄaiiWfW4e ein** Itotafonskärntrs* 

y f(x) fei in (a, &) ftetig unb nie negotia 2Btr benfen 
und bie Silbfume non f(x) gewidmet unb oon beten (Snbpunften 
Sote auf bie a?=2Cdjfe gefällt, 3)iefe begrenzen jufommen mit ber 
#=2ldjfe unb ber fturoe ein ^läc^enftüc! 31. Saffen nur bajfelbe um 
bie x-M6)\i rotieren, fo entfielt ein 9totation3förper ft. 

Sir motten ifm burdfj (Ebenen, bie mir fenfreefct gur #=9la)fe 
legen, in Seile jerfäneiben. £ie gugeljörige 3*tlegung oon (a, b) 
möge 3 ty«j$en. dasjenige Stücf non ba8 bem Xeilinteroatt 
(a, 0) entfpridjt, liegt innerhalb eine« Spirobeta, teffen ©runb= 

Digitized by Google 



9fotation$för£er. 117 

rabiuä M (u, ß) unb beffen £ölje ß — a ift, unb aufjerfjalb eines 
3nlinberS mit berfelben §ölje unb bcm ©runbrabiuS m (a, ß). 
2)eS Volumen von St ift alfo größer ober gleich ber Summe aller 
änlinber %{ß — a) m* (a, ß) unb f (einet ober gleich ber Summe 
aller Splnttar n (ß — a) M ' (a, daraus folgt aber, wenn mir 
eine ausgezeichnete $oIge von Verlegungen Durchlaufen, bafj 

33 = n J* f*(x)dx = 7t J y* dx 

a a 

ift- 

3Öir motten je$t uorauäfe^en, bafj f(x) in (a, b) eine ftetige 
Ableitung f (x) Ijat. 2ßie in § 58 ne|men mir auf ber öilbfuroe 
bie fünfte A, P u . . . , P p _ x , B, beren Slbfjtffen a, x t . . . , 
x P -i / & fmk 3^ e tow Segnen AP v P r P 2 , . . . , P j9 _ 1 B be* 
fdjreibt bann bei ber Dotation ber gigur um bie xMtyt ben 
Hantel eines abgeftumpften ßegelä. 2)ie bem Xeilinteroall (cc, ß) 
entfprecfjenbe Sefjne liefert einen Kegelmantel, ber gleid) 

* { f 00 + f(W ) V^äy+Im -7w7 

(«<s<« 

ift. !Run f)at man aber 

/*(«) = f(S) + («-6)f «), 

«<£<£<£<ß. Sttlfo mirb unfer Kegelmantel gleich 

2* (0 - «) /-(Dl/IT 7^71) + * (0 - a) 9 , 

roobet 

* = (« - r (i) vt +7" (o + (p - ö r (I) yi +?"■ T«) . 

Öejeidfjnen mir mit ben größten Söert oon (#) in (a, 6) unb 
mit 6 bie -JRarjmallänge ber Xeilinteroatte (cc, ß), fo ift 



$er größte Söert ber gunltion 2nf(x) "[/T -t- (x) in (<*, 0) 
fei 9tt (a, ß), ber fleinfte m (a, j3). $)ie Summe aller 
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(ß - «) • m («, ß) heifce (3), bic ©umme aller (0 - «)2R («, ß) 

Ijeifje © a (3)- $te Summe ber i> Kegelmäntel, bie Don ben ©e^nen 
ÄP lt PjP 2 , . . . , P p _ 1 B er$eugt werben, liegt bann 5roifcf)en 

<(3)-^(&-«)ftyr+fi 3 

unb 

(3) + " «) ^ V^'f* 3 • 

fiaffen mir 3 eine ausgezeichnete §olge oon 3crlegungen burch= 
laufen, fo font)ergieren (meil lim d = 0 ift) beibe ®röfeen nad) 
bem ©renjroert 

2 7t f f (x) Yl + p (x) dx=2 7t fy Ydaf+ 'dy* . 



a 



liefen ©renjmert nennen mir bie 3JlantclfIäct)c beS SRotationäförperä. 

§ 61. «finpieL 

Saffen mir ben §albfrei8 

V = Vi — (— 1 < * < 1) 

um bie #=2ld)fe rotieren, fo entftefjt eine Kugel t>om SRabiuö 1. 3^r 
Volumen ift nad> § 60 gleich 

i 

% (t — x 2 ) dx . 
— i 

9cun hat man aber 
@§ mirb alfo 

i 

TT jf (1 — X 2 } dx = TT ^ — y ) ^ X ' 

£)ie Oberfläche ber Kugel mirb naa) § 60 gleich 

i 

2 7t dx = 4 n , 
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roeil 



dx 1 



ift. 



£egt man burdfj bic fünfte x =* a, x = b*) jroei (SBenen 
fenfredjt gur a?=2(c^fe, fo entfielt eine ßugeljone. 3^r SBolumen ift 
gleich 



3)ie crftcn Anfänge ber QnfinttefxtnQlrccßnung finben fi<§ fdjon 
in bcn flafftfdfjen Arbeiten ber grofeen gried&ifdjjen ©eometer. 3 n * 5 
befonbere gilt ba3 tion ber 3ntegralrecf>nung. 2lrcf)imebe3 
(287 — 212) mar im 53efü}e einer ÜJietfjobe, bie im mefentlic^en 
3ntegralrecf)nung ift. £)a§ geigen Befonberö bie fürjltdfj oon 
§ ei Berg neu aufgefunbenen arc^imebifc^en ©Triften. 2lrdf)imebe§ 
Benufcte feine -äfleiljobe gur 33erec§nung oongladjen* unb Rauminhalten 
fonrie gur 93eftimmung oon ©c^roerpunf ten. öerüfymt ift feine 
Duabratur eines $araBelfegment$ foroie feine $ret§ s unb $ugel= 
Beregnung. 

3m Mittelalter fanf bie 9Jtotljemattf oon ber $ölje, bie bie 
griedfjtfcljen ©eometer erreidjt Ratten, oöHig IjeraB, unb als man im 
15. S^rffunbert baS ©tubium ber griedjjifdjjen ©eometer Begann, 
fehlte baö SSerftänbniS für bie Strenge ber 33eroetfe, bie mir Bei 



*) - i < a < b < l . 

•*) SRad) SantorS Sotlefmtgen über ©efdn'd)te ber attatfjematif 
unb 8cutl)en3 ®efcf)td)te ber Sttatyematif im 16. unb 17. $al)rf)unbert. 
93enufct finb aucf) bie beiben ©Triften bon ©erfjarbt ,,£te (£ntbetfung 
ber Srtfferenttalredmung burdf) £eibm$" unb „$te (Sntbecfung ber beeren 
«nalttfi«". 



7C j* (1 — x 2 ) dx = % (b — g ) — n (a — ~ 

a 

iljre SKantelflätfje glcidt) 



2 7t I dx = 2 7t (b — a) . 




Ute Itorlffafer wn ffnknij mti> Wndon, 
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jenen ausgezeichneten £)enfern fmben. Xro^bem wirften befonberS 
bie Schriften beS 2lrd)imebeS anregenb. 

$er berühmte 2Iftronom3ohanneS ßeppler (1571— 1630) 
meiste eine grojje Sirtuofität in ber §anbhabung infiniteftmaler 
■JJlethoben. @r fam oermöge feines feinen mathematifchen £afts 
faft immer ju richtigen @rgebniffen, obwohl feine SJtethoben nichts 
weniger als eraft waren. 3>n feiner „Stereometria doliorum" 
((Stereometrie ber 2Beinfäffer), bie 1615 gebrueft ift, finben mir im 
erften Slbfdmitt eine SRefapitulation ber ardjtmebifchen Slrbeit über 
ßugel unb 39^er. £ier fönnen mir fd)on fehen, non melier 
2lrt JlepplerS infiniteftmale ^Betrachtungen finb unb mie fehr bei 
Urnen jebe ©pur eines mirflidjen SeweifeS fehlt. Äeppler erflärt 
3. 33., bie Äuge! beftefje „gewiffermafjen" aus unenblid) nielen äufjerft 
btinnen Äegeln, bie ir)re ©pifce im TOttelpunft unb ihre Safts auf 
ber Oberfläche ber Äugel haben. 60 ift es bann leicht, ben 3nf>alt 
ber ßugel gu finben, wenn man ihre Oberfläche fajon fennt. 3>n 
ähnlicher Söeife beregnet ßeppler bie Solumtna oon anbem $ör= 
pem. ©0 wenig biefeS leichtfertige Umgeben mit bem Unenbltch= 
f leinen ben gorberungen ber mathematifchen ©trenge entfpridjt, fo 
fef>r hat eS bodj bie gorfcfmng geförbert. ÜJlan fonnte ftd) leidster 
bewegen als in ber ferneren Lüftung einer ftrengen 9Jcethobe. 

ÄepplerS Such übte freilich feinen fo grofjen (Sinflufj aus. 
S)aS glüefte in oiel höf^em 5Jcaf$e ber „Methodus indivisibilium" 
bes !UcailänberS Gaoalieri, (1591—1647) obwohl ihre ©runb= 
lagen unflar waren unb tnele Angriffe erfuhren. 9Bir wiffen aus 
^Briefen GaoalieriS, bafe ber grofje ©alilei (1564 — 1642) eine 
ähnliche Sftethobe befafc. (SaoalieriS £auptibee ift eS, ein ebenes glädjen= 
ftücf a(S ben 3 n ^griff aller gu einer feften ©eraben parallelen ©efmen 
ju betrachten unb einen ßörper als ben Snbegriff aller ju einer 
feften ßbene parallelen ebenen ©dritte. Sterin fteeft im ©runbe 
ber Segriff beS beftimmten QntegralS, aber boer) in einer fel)r un= 
Haren gorm. (SaoalieriS 3Hetr)obc würbe oon iorricelli, einem 
©chüler ©alileiS benufct, um ben Flächeninhalt ber 3pfloibe ju 
berechnen, unb erfuhr auch f° n ft D * c mannigfadjften SInwenbungen. 

3n granfreich fyabm germat (1601—1665), !Robert)at 
(1602—1672) unb $aScal (1623—1662) 3Jtethoben $ur 2tu8= 
führung oon Buabraturen entwicfelt. ©ie nerliejjen j. bie rein 
geometrifche DarfteHungSform, inbem fte im Slnfchlufj an Sieta 
(1540 — 1603), ber fnmn als Vorgänger S)eScarteS' 311 betrachten 
ift, bie geometrifchen ©ebilbe inS Slnalntifche überfc^ten. 
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@inc äufeerft fruchtbare Sätigfeit entfaltete tn@nglanb2öalli3 
(1616—1703), ber fuh medet^t am roeiteften r»on ber Strenge ber 
gttedjifdjen (Seometer entfernt. 3 n feiner „Arithmetica infinitorum" 
(1655) r>ern>enbet er mit großer 5tti^nt)ett 3nbuftion§= unb 2lnalogies 
fdjlüffe, bie man fonft in ber matfjematifdjen SBifjenfchaft mcr)t ge s 
tr-olmt ift. 

SÖenn auch ber ©egenftanb, ben SBaHiS befjanbelt, wie bei 
feinen Vorgängern bie Seftimmung non flächen? unb Rauminhalten 
ift, fo untertreibet er ftd) bodjj non it)nen buret) baS ganj auSge* 
fprod&ene £eroortreten ber rechnerifdjen ©eite. @r fdjreibt eine 
Arithmetica infinitorum. 

Probleme, bie, wie mir nriffen, mit ber Differentialrechnung 
jufammen^ängen, finb baS ftangentenproblem unb ba§ Problem ber 
SMarjma unb SJcmima. ©ie ftnb lange r»or ber ©rfmbung ber 
Differentialrechnung in fpejietten gällen behanbelt morben. 

@8 ift befannt, bafe fdfjon bie ©rieben bie Tangenten ner* 
fchtebener ßuroen fonflruiert höben. Sorricelli unb Sftoberoal 
lieferten eine nach *h rer Meinung allgemeine £angentenmetIjobe auf 
finematifcher ©runblage.*) 3>n ooUfter Sittgemeinheit fonnte aber 
ba§ ^angentenproblem erft nach ^et (Srfinbung ber analfltifcfjen 
©eometrie burdj DeScarteS (1596—1650) behanbelt werben. 
DeScarteS felbft be$eicr)net eä in feiner Geometrie (1637) als baS 
nü^Iidjfte unb allgemeinfte Problem ber ©eometrie. freilich 
ift DeScarteS' eigne Söfung biefeö Problems, bei ber er ftch eines 
bie ßuroe berührenben ßreifeä bebient, nicht fehr brauchbar. 

germat entraicfelte eine ÜJlethobe ber 3Jtarjma unb ÜRinima 
unb eine £angentenmethobe, wobei er mit einem unenblich fleinen 
3nfrement ber unabhängigen SBeranberlidjen operierte. 2luf ©runb 
biefer £atfache haben fogar franjöfifche !Kathematifer germat als 
ben (Srfinber ber Differentialrechnung bezeichnet (g. 93. Saplace). 

Der berühmte hottänbifche^athematifer unbpf)nftfer#u»gen§ 
(1629 — 1695) fannte bie Arbeiten non germat unb l)at ftch mit 
ber SBeiterführung unb ftrengeren SBegrünbung feiner 2Jlctt)obc 
befchäftigt. 

Sluch Sarrom (1630—1677), ber Sehrer SKerotonö, hat 3Ser= 
bienfte um ba§ $angentenproblem. @r fnüpfte in m'elen fünften 
an iorricellis Arbeiten an. 



*) @ie löften mit &tlfe ihrer ttnematiieften 93etracf)tiirtfl^roetfc Diele 
Aufgaben, j. 89. gelang föoberbal bic 8cefttftfation ber S^loibe. 
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©ottfrteb SBil^cIm SciBnig würbe 1646 in 2eip$ig ge* 
Boren. 15 3<*f)w alt mürbe er 1661 in Seipjig als ©tubent im= 
matrifuliert. (Sr fam burdfj ba8 ©tubium ber Sogif $ur -IDtatljematif, 
bie aber bamalS an ben beutfd)en Unioerfitäten fcr)r menig in ©lüte 
ftanb. ($3 mar mir bie (Slementarmatljematif, bie Seibmj in ben 
Sßorlefungen fennen lernte. 2ludfj feine geitmetlige flberftebelung 
nadj 3ena fonnte feinen matfjematifdjen ©tubten nidfjt Befonbere 
görberung bringen. 

@rft t>iel fpäter, als er fdjon feine polittfcfje SaufBalm Begonnen 
Ijatte, follte er mit ben neueren gortföritten ber Sftatljemattf Befannt 
werben. (Sr fam im Safyre 1672 mit einer biplomatifdjen ÜRtffion 
nad^ $aris unb lernte bort bie Berühmten Männer am £ofe SubmigS 
beä XIV. fennen, unter iljnen #ungen$. tiefer Ijatte gerabe 
bamalS fein großes SBerf „Horologium oscillatorium" nollenbet. 
@3 tyanbelt non ber ^enbelufjr unb Bietet im 2lnfd)Iuj$ baran eine 
gütte medfjanifc^er unb geometrif^er Unterfud&ungen. SllS SeiBnifl 
biefeS ©udfj las, erfannte er bie Unjulänglid^feit feiner matf)ematifd&en 
SßorBilbung, unb er Begann mit (gifer bie ©dfjrtften ber großen 
üDtatfyematifer $e3carteä, SßaScal ufro. §u ftubieren. @S bauerte 
nidfjt lange, fo machte er fdjon eigene (Sntbecfungen. @r fanb baS 
Sftefultat, meines mir in § 57 (9fr. 4) mitgeteilt IjaBen unb fonnte 
mit beffen §ilfe mele fdjjon Befannte Quabraturen ausführen. 93ei 
biefer (Gelegenheit fam er au<$ auf bie gormel 



©djon bamatö f)at fidj SeiBnij mit ber ßonoergenj alter* 
nierenber SRetyen Befääftigt. ©on iljm rüfjrt aud) ber ©a$ Ijer, 
ben mir in § 18, %lx. 2 angegeben IjaBen, ben er aBer erft fpäter 
(10. San. 1714) in einem ©riefe an Qoljann ©ernouüt ftreng 
Bemeift. @in ©rief -iftemtonS, ber il)tn 1676 burd) Dlbenburg, 
ben ©efretär ber Sonboner ©efettfdfcaft ber 2Öiffenf djaften*) über* 
mittelt mürbe, jeigte SetBnij, mie große gortfetyritte bie englifd^en 
9ftatfjematifer auf bem oon itym Betretenen ©eBtet fdjon gemalt 
Ratten. 3)er 3ßerotonfc$e ©rief enthält u. a. bie ©inomialreilje, 
foroie bie SReifjen für cos x unb sin x. SeiBnij lieft fidj aber 
nidjt etma entmutigen, ©ielmeljr fteigerten bie Sftemtonfdjen 

*) fieibnij f)atte Ottenburg 1673 auf einer Steife nact) Sonbon 
fennen gelernt. 
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Sftitteilungen feine Segeifterung für ben ©egenftanb. ©djon 1673 
befääftigte er ftc$ aufer mit Quabraturen aud) mit bem San* 
gentenproblem, unb 1675 war er fä)on fo meit, bajj er bie beiben 
jefct in ber ganjen SBett benu^ten Dperation^eid^en d unb /eins 
fü|rie. Da3 mar ein ©djritt oon ber allergrößten ©ebeutung. 
SJtit fftety fagt Seibnij fpäter in einem Briefe an ben Marquis 
de l'HÖpital (1693), bafi ein Seil be* ©ef)eimniffe3 ber SlnalöftS 
in ber Segeid&nungSroeife liegt, unb er ^at audj bei melen anbern 
©elegenfjeiten bie SBidjtigfeit einer groecfmäjjtgen ©Emboli! betont*). 
Wlan fann mit einiger ©iajerfjett ben Sag angeben, an mefdjem 
Seibnig §um erften Wlalt bie beiben ©rjmbole d unb / nebenein= 
anber beulte. <§& ift ber 29* (Oktober 1675. Seibnij ging 
fogleid) baran, bie einfachen Regeln für ba3 SRedJnen mit biefen 
©qmbolen auf$ufudjen .**) @r mar fid) bemüht eine neue SRedjnungS* 
art (novum genas calculi, ftrie er felbft fagt), gefunben gu fyaben 
unb erfannte bie grofje Sragtueite berfelben. Unb gerabe bieg 
gibt uns ba§ SRedjt Hin für ben magren (irftnber ber Snfinitefimak 
recfcnung ju galten. 3Ran mufi gugeben, bafj ßeibnig fia) an 
oerfdjiebenen ©teilen nidjt !lar barüber auSfprtdjt, ma3 feine Riffes 
rentiale eigentlia) bebeuten. Slber in feiner erften *ßublifation über 
bie Differentialrechnung, bie 1684 in ben Acta eruditorum er- 
folgte, finben mir im Anfang bie Differentiale genau fo befmiert, 
roie mir fte jefct befuueren. (§& Ijeifjt bort mörtlia): „©egeben fei 
eine Sldtfe ÄX unb mehrere Kurten VV, WW,YY f ZZ. S^re 
jur 2ltt)fe fenfreajten Drbinaten YX, WX, YX, ZX wollen mir 
mit v, io, y, z begeidjnen, ben Slbfdjnitt AX auf ber Sldjfe mit x. 
Die Sangenten feien YB t WC, YD, ZE. ©te mögen bie 9ld)fe 
bejüglid) in B, C, D, E treffen. SRunmefjr motten mir mit dx eine 
beliebig angenommene ©trecfe bejeidjnen unb bie ©trecfe, meldte 
ftdj gu dx toerfjält mie v (ober w ober y ober z) gu XB (ober 
XC ober XB ober XE), mit dv (ober dw ober dy ober dz) . . ." 

*) 9tm 26. 2ttär$ 1676 f abreibt er: Mustribus exemplis quotidie 
disco, omnem solvendi pariter problemata et inveniendi theore- 
niata artem, tunc cum res ipsa imaginationi non subjacet aut ni- 
mis vasta est, eo redire, ut characteribus sive compendiis imagi- 
nationi subjiciatur, atque quae pingi non posaunt, qnalia sunt 
intelligibilia, ea pingantur tarnen hieroglyphica quadam ratione, 
sed eadem et philosophica. Quod fit, si non ut pictores, mystae 
aut Sinenses similitudines quasdam sectemur, sed rei ipsius ideam 
8equamur. 

**) Hin 21.92ot>em6erl675 fanb er bie gortnel d{uv) = udv + vdu. 
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$a, roie mir roiffen, v' bie Sfadjtungsfonftante ber Tangente 
ift, fo wirb 

alfo gerabe baS, roaS rotr je$t baö Differential oon t? nennen. 

Setbnij ging 1676 at§ SBorftanb ber ^eraogliajen 33ibliotf)ef 
nad& #annooer. 3)iefe8 neue 3lmt unb feine polttifdje unb pfu'lo= 
fopf)ifd&e $ätigfeit nahmen ifm ftart in Slnfprud). @r mar aber 
bod) immer mit bem Sluöbau feines neuen Galctifö unb mit 9(n= 
roenbungen beReiben befd)äfttgt. (31$ finben fidj in feinem SRad>tafj 
oerfd&tebene ©niroürfe $u einer befinitioen ^ßublifation über ben 
©egenftanb. @ine fo!cr)e erfolgte aber, roie oben gefagt mürbe, erft 
1684. 3n$nn?dfjen r)atte ftcr) Seibni^ in einem SBrief an Newton 
(1677) über feine $)ifferentiarredjnung auögefprodjen. 

Äurfürft f^rtebrid^ m. berief Seibnij nadfj S3erlin; fner 
grünbete er bie Sttabemie ber 2öiffenfa)aften. Sftadj §annooer jurüefs 
gefefjrt mar er 1713 bamit befdjäftigt bem Äurfürften oon §annooer 
bie Sfyronfolge in (Snglanb $u fia;ern, bie ujm bie $orie8 aber* 
fennen wollten. 3)iefe polittfdje SEättgfeit trug roefentltd) bagu bei, 
ifjn mit Newton oerfeinben, ber ber Partei ber iorieS angehörte. 
1714 fam ber ßurfürft oon §annooer auf ben engltfdjen £fjron. 
2lber Seibnij fiet in Ungnabe unb mar in ben legten SebenSjaljren 
oereinfamt. (Sr ftarb, oon heftigen förperlid>en Setben geplagt, 1716. 

Utwtnn. 

Sfaaf Newton rourbe 1642 in 2öool§tf)orpe bei ©rantfyam 
in Sincolnffn're geboren unb fam 1661 aU 6tubent nadfj (Sam* 
bribge. #ier ftubierte er DeScarteS' Geometrie unb SBalliä' 
Arithmetica infinitorum unb fjbrte bie SBorlefungen Sarroroä. @r 
Ijatte, roie man fielet, mefyr ©lücf als Seibnig, ber roäfjrenb feiner 
(Stubienjeit ntd&tS oon ben neueren gortfajritten ber SRatljemattf 
erfuhr. Newton baa)te über alles, roaä er las, felbftänbig nadj 
unb „baS ftete 9iaa)benfen" nmr, nrie er felbft fagte, ber S33eg, auf 
bem er $u feinen grofjen ©ntbeefungen fam. 3« btn Sauren 
1665—67 fanb er (burdj baS ©tubium oon SöalliS angeregt) bie 
93inomialformel für gebrod&ene pofttioe unb negatioe @$ponenten 
(tgl. oben § 39) unb oerfdjtebene anbere mit unenblidfjm Steigen 
gufammenfjängenbe SRefultate. *) Sludj legte er bamals fdfjon ben 

*) 3. 93. bie föetyenenttültftwtg atgebraijdjer gunftionen. 
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©runb ju feinet fjflujrionSrechnung. Die bircfte unb bie in* 
oerfe glurumSrechnung finb baSfelbe wie Differential unb Sntegral* 
recfntung. $n jene 3 e *t fällt auch feine grofee (Sntbecfung ber all* 
gemeinen ©aoitation. Die ©runbibee ber glurjonSrechnung ift 
bie, bafe jebe SBeränberlidje ober „gluente" als gunftion ber 3eit 
betrautet wirb. Die &\t ift alfo bie aOgemeine unabhängige 3Ser- 
änberliche. Die ©efchroinbigfeit, mit ber eine gluente x \\6) änbert, 
nennt Newton bie „glurjon" oon x unb bezeichnet fie mit x. 
Änbert ftdj x gleichförmig, b. h- in gleichen Reiten um ben gleiten 
Setrag, fo ift x = 1. Die 9tetotonfd)en glurjonen finb alfo ba& 
felbe wie bie Ableitungen ober Dtfferentialquotienten, nur bafe bie 
3eit bie unabhängige i8cränbcrlid^c ift. 

(SsTrnufe überrafdjen, bafe Newton, obmo^t er fdjon fo biele 
Slntoenbungen ton feiner glurjonSrechnung befafe, in feinem großen 
SBerf „Philosophiae naturalis principia mathematica"(l686 — 87) 
feinen (Gebrauch baoon machte. 9lad) feiner eigenen Angabe ^at 
er bie meiften SRefuItate in biefem 93udj mit §tlfe feiner glurjonä» 
redjnung gefunben unb nach bem (Srfcbeinen beffelben jeigte aucf> 
Seibnij, wie leidet ftd) bie meiften SHefultate mittelft ber 3nftm= 
tefimalrechnung ableiten Xaffen @S fam aber Sheraton barauf an, 
fo mistige Unteriuchungen, wie fie bie „Principia" enthalten, in 
einer gorm bar$uftellen, bie bcn Sefer nicht nötigt, erft eine neue 
Rechnungsart fennen ju lernen. 

$ubligiert hat fteroton feine glurjonSrechnung feljr fpät, 
obwohl oerichiebene Slbhanblungen längft ausgearbeitet bei ihm 
lagen, ©ein ftaupttoerf über ^nfinitefimalrechnung ,,Methodus 
fluxionum et serierum infinitarum" rourbe erft nach feinem £obe 
(er ftarb 1727) gebrucft. Newton hatte immer eine grofee 9lb* 
neigung öffentlich aufzutreten. @$ mirb gefagt, bafe ihn ein (Gegen ftanb, 
ben er bearbeitete, nicht mehr intereffterte, fobalo anbre etioaS ba* 
rüber publiziert hatten. Da§ mag ber ©runb geroefen fein, bafe feine 
Jlujionörechnung fo fpät Veröffentlicht rourbe, ju fpät, um fich neben 
bem fdjon oerbreiteten Seibnijfchen (Salcül Geltung ju oerfchaffen. 

flfer PrbntKt^fireit jroifdjen Vltwian unb ffribmj. 

3m gahre 1G99 liefe Nicola« gaHo be Duiltier (ein 
(Genfer, ber Schiebungen ju jungen 3 ha^ c uno ^Jtttglieb ber 
Royal Society mar) mit (Genehmigung biefer (Gefellfchaft eine Sdjrift 
ericheinen, in ber er Seibnij oorroarf, er habe feine Differential 
rechnung nicht felbftänbig erfunben, fonbern oon Newton entlehnt. 
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Seibnij befeuerte ftdj wegen biefet 33efdmlbigung bei ber 
Royal Society unb liejj in ben „Acta Eruditorum" eine 9lnt* 
roort auf gatioS Angriffe erfdjeinen. @r fütjrt 9temton3 eignet 
3eugni3 an, ber in ben „Principia" bie Unabfjöngtgfett feiner unb 
ber £etbni$fd)en (Sntbecfungen öffentlich anerfannt Ijatte (1687). 

3m Qa^re 1704 liefe Newton im 5lnl)ang eines optifcf)en 
SÖerfeS eine alte Slbfyanblung über bie üuabratur ber Äuroen, bie 
eine furge £)arfteHung ber glurtonSredjnung enthält, bruefen. 
Seibnij f abrieb für bie Acta Eruditorum eine Slnjeige biefer 
©djrift, ofjne aber feinen tarnen $u nennen. 3n biefer Slnjeige 
finbet fidj eine öemerfung, bie fo aufgefaßt »erben fann, als motte 
fie Sfteroton bie ©elbftänbigfett ber (Srfinbung abfpredjen unb itjn 
oon Seibnij abhängig machen. Newton fdjeint, bamefls burä) 
politifdt)e Sätigfeit ftarf in 9lnfprudj genommen, biefen Sluffafc md)t 
gelefen ju ^aben. SBielletdjt fjätte er fonft barauf geantwortet. 
Seibnij benufcte audj ben Xob 3acob 23ernoulliS (ber ju= 
fammen mit feinem ©ruber S^ann t>iet für ben SluSbau unb bie 
Slnroenbungen beS Setbnijfdjen (SalcülS getan ^atte), um in einem 
■iftefrolog bie „ßeibnijfdje SnfiniteftmalanalnftS" als eine grojje (§rfm= 
bung lunftellen gu laffen, ob,ne bafj babei Newton ermähnt mürbe. 

SBon ber anberen ©eite fam erft 1710 mteber ein SBorftofj. 
3o^n Äeill, ein s 2Inf)änger StemtonS, f abrieb eine Sirbett über 
3entripetalfräfte unb fagte barin gerabegu, Seibnig tjabe bie tera- 
to nfd&e glujionSred&nung „unter SBeränberung beS Ramend unb 
ber öejeia^nung^meife in ben Acta Eruditorum oeröffentlidjt". 
ßeibntj befeuerte fic$ mieber bei ber Royal Society, beren $räfi= 
bent bamalS Newton mar. <$S mürbe bann fa)Iieftfia) eineÄom= 
miffion eingefe&t, bie ben Satbeftanb prüfen follte. ©ie fpra$ fidj 
bafjin auS, bafj 9lemton ber erfte (Srpnber ber 3nfinitejtmalrea> 
nung fei. 2)ie ©djriftftücfe, auf bie fid& baS Urteil ftü&te, mürben 
gebrueft unb überall oerbreitet. 3We Senkungen ßeibnijenS unb 
unparteüfdjer Männer maren erfolglos. SBäfjrenb beS gangen 
18. Qa^unbertS f)at man bie (Sntfdjeibung jener ßommiffion für 
majjgebenb gehalten unb erft baS 19. Qal)rt)unbert fjat bie @i)re 
unfereS großen SanbSmanneS mieber^ergeftellt. ©eine Unabhängig* 
feit oon üftemton ift mit ©idjerfjett nadjgeroiefen unb Sßiemanb 
barf je&t baran jroeifeln. 2lbf)ängtg ift er nur — ebenfo aber unb 
oiel!eicf)t in nod) f)öf)erem üJcajje 9temton — oon ben 9Jtännern, 
bie mir oben als bie Vorläufer beiber bezeichneten. 



Digitized by Google 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 



Biermann, Dr. Otto, Professor an der k. k. Technischen Hochschule 
zu Brünn, Elemente der höheren Mathematik. Vorlesungen 
zur Vorbereitung des Studiums der Differentialrechnung, Algebra 
und Punktionentheorie. pQIu.382S.] gr. 8. 1895. geh. n. JC 10.— , 
in Leinwand geb. n. JC 11. — 

Burkhardt, Dr. H., Professor an der Universität Zürich, Vorlesungen 
über dieElemente derDifferential- und Integralrechnung 
und ihre Anwendung zur Beschreibung von Naturerschei- 
nungen. Mit 38 Figuren im Text. [XI u. 262 S.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. JC 6. — 

Cesaro, Ernesto, Professor der Mathematik an der Königl. Universität 
Neapel, elementares Lehrbuch der algebraischen Ana- 
lysis und der Infinitesimalrechnung. Mit zahlreichen Übungs- 
beispielen. Nach einem Manuskript des Verfassers deutsch heraus- 
gegeben von Dr. G. Kowalewski, Professor an der Kgl. Berg- 
akademie zu Clausthal. Mit 97 Figuren im Text. [VI u. 894 S.j 
gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JC 15.— 

Czuber, Dr. Emanuel, Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, 
Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. 
2 Bände. Zweite, sorgfältig durchgesehene Auflage, gr. 8. 

I. Band. Mit 115 Figuren im Text. [XIV u. 560 8.] 1906. In Leinwand 
geb. n. Jt 12.— 

II. — Mit 87 Figuren im Text. [VIII u. 532 S ] 1906. In Leinwand 
geb. n. JL 12.— 

Fisher, Dr. phil. Irving, Professor der Nationalökonomie an der Yale 
Universität, kurze Einleitung in die Differential- und In- 
tegralrechnung (Infinitesimalrechnung). Aus der durch 
mehrere Verbesserungen des Verfassers vervollständigten dritten 
englischen Ausgabe übersetzt von N. Pinkus. Mit 11 Figuren im 
Text. [VI u. 72 S.J gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JC 1.80. 

Frioke. Dr. Robert, Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
scnweig, und Geh. Regierungsrat Dr. Felix Kleür, Professor an der 
Universität Göttingen, Vorlesungen über die Theorie der 
automorphen Funktionen. In 2 Bänden. 

I. Band. Die gruppentheoretischen Grundlagen. Mit 192 Figuren im 

Text. [XTV u. 634 8.] gr. 8. 1897. geh. n. JC 22.— 
LL — Die f unktionentheoretischen Ausführungen und die An- 
wendungen. 1. Hälfte. Engere Theorie der automorphen 
Funktionen. Mit 34 Figuren im Text. [282 S.] gr.8. 1901. geh. n.JC 10.— 

Genocohi, Angelo, Differentialrechnung und Anfangsgründe 
der Integralrechnung, herausgegeben von Giuseppe Peano. 
Autorisierte deutsche Übersetzung von Dr. G. Bohlmann, Pro- 
fessor in Berlin, und A. Schepp, weiland Oberleutnant a. D. in 
Wiesbaden. Mit einem Vorwort von A. Mayer. [VII u. 399 S.] 
gr. 8. 1899. In Leinwand geb. n. JC 12. — 

Harnaok, Dr. Axel, weiland Professor der Mathematik an dem Poly- 
technikum zu Dresden, die Elemente der Differential- und 
Integralrechnung. Zur Einfuhrung in das Studium dargestellt. 
Mit Figuren im Text. [VIU u. 409 S.] gr. 8. 1881. geh. n. M 7.60, 
in Leinwand geb. n. JC 8.60. 
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Kronecker > Leopold, Vorlesungen über Mathematik. Heraus- 
gegeben unter Mitwirkung einer von der Königl. Preußischen Aka- 
demie der Wissenschaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen 
über die Theorie der einfachen und der vielfachen Inte- 
grale, herausgegeben von E. Netto. [X u. 346 S.]. gr. 8. 1894. 
geh. n. JL 12.— 

Pasch, Dr. Moritz, Professor an der Universität Gießen, Einleitung 
in die Differential- und Integralrechnung. Mit Figuren 
im Text. [VII u. 188 S.] gr. 8. 1882. geh. n. JL 8.20. 

Perry. Dr. John, F. R. S., Professor der Mechanik und Mathematik am 
Koyal College of Science zu London, höhere Analysis für In- 
genieure. Autorisierte deutsche Bearbeitung von Dr. Hob er t 
Fr icke, ord. Professor an der Technischen Hochschule zu Braun - 
Bchweig, und Fritz Süchting, Direktor des städtischen Elektrizi- 
tätswerkes in Bremen. Mit 106 in den Text gedruckten Figuren. 
[X u. 423 S.] gr. 8. 1902. In Leinw. geb. n. JL 12.— 

Reichel, Dr. Otto, Professor an der Königl. Landw. Hochschule zu Berlin, 
Vorstufen der höheren Analysis und analytischen Geo- 
metrie. Mit 30 Figuren im Text. [X u. 111 S.] gr. 8. 1904. 
In Leinwand geb. n. JL 2.40. 

Schröder, Dr. IL, Direktor der Oberrealschule zu Gr.-Lichterfelde , die 
Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung. 
Für Schüler höherer Lehranstalten und Fachschulen, sowie zum 
Selbstunterricht. Mit zahlreichen Übungsbeispielen und 27 Text- 
figuren. [VII u. 131 S.] gr. 8. 1905. kart. n. JL 1.60. 

Serret - Soheffers. Lehrbuch der Differential- und Integral- 
rechnung. Nach Axel Harnacks Übersetzung. Dritte Auflage. 
Neu bearbeitet von G. Scheffers, Professor an der Technischen 
Hochschule zu Charlottenburg. 

I.Band. Differentialrechnung Mit 70 Figuren im Text. [XVI u. 624 8.] 
gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. JC IS. — 

II. — Integralrechnung. Hit 105 Figuren im Text. [XIV u. 586 S.] gr. 8. 

1907. In Leinwand geb. n. JC 18. — 

III. — Differentialgleichungen und Variationsrechnung [In Vor- 
bereitung.] 

Stolz, Dr. O.. weil. Professor an der Universität Innsbruck, Grundzüge 
der Differential- und Integralrechnung. In 8 Teilen, gr. 8. 
geh. n. JL 24.—, in Leinwand geb. n. JL 27.— Einzeln jeder Teil 
geh. n. JL 8.— , in Leinwand geb. n. JC 9.— 

I.Teil. Beeile Veränderliche und Funktionen. Mit 4 Figuren im Text. 
[X u. 460 S.] 1893. 

II. — Komplexe Veränderliche und Funktionen. Mit 33 Figuren im 

Text. [IX n. 33 < 8.] 1896. 

III. — Die Lehre von den Doppelintegralen. Eine Ergänzung »uro 

I. Teile de» Werkes. Mit 41 Textflguren. [VIII u. 296 S.] 189». 
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Sammlung n>i|fenf(I)af tlid) = gcmctnoer ftän&ltd)er 
Dar[tellungen aus allen ©ebteten öes tDiffens 



Geheftet 
1 mar!. 



in Bänbc^cn oon 120-180 Seiten. 
3ebes Bänbcrjen ift in fid) ab. 
gef<f)loffen unb etn3eln fäufli(^. 



(Bcbunben 
tXtt. 1.25. 



Dcr3cid)nls naefj Stidjtoorten. 
Aberglaube f. fjcilnjiffcnfcfjaft. 

Hbftammiutgslefire. Äbftammungsteljre unb Darwinismus. Don 
profeffor Dr. R. tjeffe. 2. Auflage, mit 37 Siguren im Herl. (ITr. 39.) 

Die Dar ft cllunq oer gro&en <Errungenfd>aft öer biolog ifrten $orfd}ung öes öorigen 3arjr t)unöert s, 
öer Abftammungslcbre, erörtert öie yoti fragen: „was nottat uns 3ur Annahme Der Ob» 
ftammungslerjre t m unö — öle olel fdjmicrtgere — „rote gefdjat) öle Ummanölung öer (tler. unö 
Pf lansenärten, roeldje öle Bbf tammungsl efjrc foröeri?" oöer : „ tole wirb öle i\b jt ammitng erflärt ? ■ 

Algebra f. flritb.mettf. 

anorjolismus. Der ftlfoljolismus, feine IDtrfungcn unb feine Be* 
fämpfung. tjerausgegeben oom Sentraloerbanb 3ur Befämpfung bes 
Hllotjolismus. 3 Bänbd}en. (Itr. 103. 104. 145.) 

Die öret Bänöcben ffnö ein deines toinenfd)aftlid>es Kompenöiunt öer Altobolfrage, »er- 
faßt von öen beften Kennern öer mtt itjr jufammenbÄngenben fo3ial-bt7gietufd}cn unö fosial» 
ctt)if<f)en Probleme. Sie enthalten eine Sülle oon material in übcr)tdjtlid}er unö fdböner Dar» 
Udlung unö fittö unentbel)rlid} für alle, öenen bit Berämpfuug öcs Allobolismus als eine öer 
rotdjtlgften unö bebeutungsoollften Aufgaben emjter flttii(b,er unö f03laler Kulturarbeit am 
berjert liegt. 

Banö I. Der Alforjol unö öas Ktnö. Don Prof. Dr. tDtH)eIm rJDeoganöt. Die Aufgaben öer 
Sd)ule im Kampf gegen öen Aifobolismus. Don Prof. Martin fjartmaun. Der flliobolismus 
unö öer Arbeitcrftanö. Don Dr. (beorg Keferftetn. Älfoljolismus unö Armenpflege. Don 
Staörrat (Emil IHünftcrbcrg. 

Banö II. (Einleitung. Don Prof. Dr. THar Kubner. Alfor/olfsmus unö rteroofität. Don 
Profeffor Dr. HTar. Cärj*- Allobol unö ajeiftcsfranffjeiten. Don Dr. (Dtto 3uliusburger. 
Allobolismus unö proftitution. Don Dr. 0. Rofentb,al. AKorjol unö Derterjrsujcfen. Don 
(Eifenbarmbireftor öe tterra. 

Bauö III. Altobol unö Seelenleben. Don Prof. Dr. Aidjaffenburg. Allofyol unö Straf« 
gefefc. Don <Dberar3t Dr. 3uliusburger. (Einridjtungen im Kampf gegen öen Alfof)oL Don 
Dr. med. Ca quer. tDirlungcn öes Alfofjols auf öle Inneren Organe. Don Dr. med. Ciebe. 
Allobol als Habrungsmittcl. Don Dr. med. et pliil. R. CD. neumann. Altefte öeut}d}e 
mä&igfeitsberocgung. Don pajtor Dr. Stubbe. 

Anteilen. Die flmetfen. Don Dr. Sricbridj Knauer. mit 61 Siguren. 
(Hr. 94.) 

5af$t öie (Ergcbnifie öer fo Intercffanten 5ov?cf}ungen über öas dun unö treiben cinl)ctmifd>er 
unö erottirher Ameifen, über Mc DlelgrHaltigleit öer formen im Ameifenftaate, Über öle 
Bautätigfett, Brutpflege unö öie ganje Ötortomie öer Ameifen, über irjr 3ufammenleben mit 
anöeren (Eieren unö mit Pflegen, über öle Sinnestätlgfelt öer Ameifen unö über anöere 
interessante Deiails aus öem Amctfenleben 3ufammen. 

Htnerffa. Aus bem amcrifanifd)en tDirtfcfjaftsleben. Don profeffor 

3. Caurcnce £augf)Un. mit 9 grapfnferjen Darftellungen. (Hr. 127.) 

(Ein Amerilaner bebanöelt für öentfdje Cefer öle 5ragcn, öle augenbltdlld} Im Doröergrunöe 
öes öffentlichen Cebens in Amerifa fterjen , öen IDettberoerb 3roifd}cn öeu Dereinigten Staaten 
unö (Europa — Sdjutjjoll unö Reilpro3ität in öen Dereinigten Staaten — Die Arbeiterfrage 
in öen Dereinigten Staaten — Die amerlfanifdje (Eruftfrage — Die (Eifenbabnfrage tn öen 
Dereinigten Staaten — Die Banffrage In öen Dereinigten Staaten — Die rjctrfdjcnben oolfs« 
roirtldjaftltdicrt 3i>cen in öen Derciitigten Staaten. 
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amerifa. fcff-b^te ber Dereinigten Staaten ©Ott Ämerita. Dan 
Dr. €. Daenell. (Hr. 147.) 

Gibt m crogat 3Bgat eine üb.rrftrt|iKd>« DarfteQung ber gefd^tHdjen, fulrurg^dftcbrü^en 
unb totrtjtbaftliriyn fnrroiiflung ber Deretutgten Staaten von ben erjten KoiOHtJatioitsDcr» 
fu.-fjen bis kut iüngften <7 egenour! mtt bejonberer BerüeffWjtigung 6er oerfcfjiebenen poiüfldjcrt, 
elb,nograpb.tJ<!bett, femlen unb »irtftb.aftlicb.en Probleme, öle yut 3eit bie AmerKaner be* 
[onbers benvegen. 

— f. a. tCcdjnifdfe rjodjfdjulen, Sd^ultoefen. 

Anatomie. Die Anatomie bes ITTenfdjen. Don Prof. Dr. K. ». Bar be- 
leben. 3n 4 Bänben. (Hr. 201. 202. 203. 204.) 

I. Ceti: Pilo? meine Anatomie unb £nt»iiBxngsgefd)ülite. Xlttt 69 Äbbüb. im Herl. (Hr. 201.) 

II. Heil: SIelett, ©eleute, medjam!. Illit jai; keinen Abbildungen. (Hr. 20Z) 

3n einer Reflfe t>#ft (4) Bänben wirb bie men|d}H<t|e Anatomie in fnappem, für gebübeie 
taten letd)t verjtflnbndiem Cejte bargeftellt, wobei eine gro&e An^ab, I forgfältig ausgezahlter 
Abbildungen bte Annulier) feit erbebt Der erfte, bie .allgemeine Anatomie" bepanbelitbe 
Banb enthalt u. a. einig $ aus 6er &ejd?tcf}te ber Anatomie, oon fjomer bis 3ur tleu3ert, 
femer bie Sellen* unb 6e»ebeiei)re, bie CtthDicfIungsgefd}i(b.te, foroie formen, ITtag unb 
ö>e»id>t bes Körpers. 3m 3wette* Banb »erben bann Sfelett, Knoden nnb bie (belenle nebjt 
einer TTTe^enil ber letttcren, int britten bie bemegenben Organe bes Körpers, bie tllusteln, 
bas r>crj nnb bie CefSfte, im oierten enblirg »irb bie fcTngenjcibelerjre , namentltdj ber 
Dcmntraims, fotoie bie r)arn> nnb <befd}l«btsorgane 3ur Darfteilung gebraut. 

— s f. a. r}eUn>iftenf<6 f aft; tTtenfä). 

Anthropologie f. TKenfö). 

arbeit er f<I?ttfc. flrbetterfd>u§ unb flrbeiteroerfidjerung. Don roeit. pro« 
fetfor Dr. ©. v. 3rotebine(f-Sfibenr|orft. (Kr. 78.) 

Das Bu* bietet eine gedrängte Darstellung bes gemefnigltrb. unter bem (Ittel .Arbeiter* 
frage* beb,anbelten Stoffes; tnsbefonbere treten bie fragen ber IlotroenoiqfeU, 3roe<rmäfeig» 
feit unb 6er öfonomifajen Begrcn3ung öer ein3<lnen Scrjufemajjnarmien unb Derfidjerungs. 
einrid}tungen in ben Dorbergrunb. 

— - f. a. Derfid^erung. 

Ariil^metif un6 Algebra zum Selbftunterricbi Don profeffor Dr. 
p. (Eronh. I. £cü: Die Red)irangsarten. ©leidjungen erften (Brabes mit 
einer unb mehreren Uubcfannten. (fcleidjungen 3rociten (brabes. IUit 
9 Si^uren im Gert. (Hr. 120.) 

iüiil in Ieid)t faftlidfer unb ffir bas Selbftftubtum geeigneter Datftellttng über bie Anfangs* 
gründe ber Arfttjmetif unb Algebra unterrichten unb bebanbelt bie fieben Rechnungsarten, 
bie <bleid}ungen erften (Stabes mit einer unb mehreren unbefamtten unb bie (BlefdSungen 
peften Cbrabts mit einer Unbcfannteu, roobei |'d|ltcglid) auch, bte Cogaviti)men ausfubjlttf 
behandelt »erben. 

f. a. mat^ematifdje Spiele. 

äfttjettf f. £ebensanfu|auungen. 

Astronomie. Das aftrononüfd|e tDeltbilb im tDanbel ber 3eit. Don 
Profeffor Dr. S. (Dppenrjeim. IUit 24 abbilbungen im (Eert. (Hr. 110.) 

Sd)ilöcrt ben Kampf ber beiden b.auptfäcb.Iicb.ften „U>eubtlber\ bes bie (Erbe unb bes bie 
Sonne als lttittelpunft betradjlenben, ber einen beöeutungsoollen Abfcb^nftt in ber Kultur* 
gefertigte ber lllerijrf)l}eit bildet, roie er fd)on im Altertum bei ben ®ried)en eniftanben ift, 
anbertrjalb 3abrtaufenbe fpäter 3U Beginn ber Regelt burd> Koperntfus oon neuem auf 
genommen mürbe unb ba erft mit einem Siege bes b.elioäentrtfcfjcn Sqftems fd]Io&. 

f. a. Kalenber; nioub; tDeltall. 

atome f. IHoIeÜlIe. 
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äuge. Das fluge bcs nTenfdjen unb feine (Befunbljeitspflege. Don prioat* 
bo3cnt Dr. med. Georg flbelsborff. mit 15 Äbb. im tCert (Hr. 149.) 

Sd}übert öte Anatomie bes menfcqlidjen Hugos forme bie Cetftungen bes (5eftd}tsfiiines, be« 
fonöers fotoeit fic außer bem meötjimfdjen ein allgemein tDiflcnjdiaftltdjes ober äftljetifdjes 
Jntereffe beanfprudjen tonnen, unö behandelt öte <&efunöt)eitspfleae (tjngiene) bes Auge», 
befonbers Sdjäbtguugen, (Erfranlungen unb Derlefcungen bes Auges, Kunjidjtigfeit unb er» 
beblfdje Augenfranlqeiten, forote bie runftlid)e Beleuqtung. 

automobil. Das Automobil. (Eine (Einführung in Bau unb Betrieb 
bes mobernen Kraftwagens. Don 3ng. Karl Blau. IHit 83 Äbb. (Hr. 166.) 

Gibt in gebröngter DarfteUung unb leidjtfa&lidier 5orm einen anfdjauiidjen liberblicf über 
bas ©efamtgebiet bes mobernen Automobiltsmus, (o bafj fieb aueb ber nidjttedinifer mit ben 
(Dnmöpritijipien rafdj oertraut machen faun, unb bcb,artöelt bas Benjtnautomobil, bas 
(Eleftromobtl unb bas Dampfautomobil nad} tfyren Kraftquellen unb fonjttgen tedmlfdjen 
(Etnridjtungen, nie 3flnbung, Kühlung, Bremjen, Stunbung, Bereifung ufn>. 

Baufunft. Dcutfa^ Baufunft im Itlittelalter. Donprof.Dr.a.ITtatt^aei. 
2. Auflage, mit Hbbitbungen im TEejrt unb auf 2 Doppeltafetn. (Hr. 8.) 

Der Derfaijer null mit ber Darfteilung ber (Enttotdlung ber öeutfdjcu Bautunft bes mittel* 
alters mqUUb Aber bas IDefen ber Baufunft als Kunft auf riären, inbem er 3ciqt, roie fid) im 
Derlauf ber (Entoidlung bie RaumoorfteUung Hart unb oertieft, tote bas tedjntfcqe Können 
roä(f)ft unö öie prafttfeben Aufgaben fldj erweitern, wie öie romantfdje Kunft gefdjaffen unö 
3ur (boüt weiter entwidett wirb. 

f. a. Stäbtebüber. 

Beet!)Ot>eit f. lllufif. 

Bcfrud^ttirtfjsoorgang. Der Befrudjtungsoorgang, fein tDefen unb 
feine Bebeutung. Don Dr. (Ernft (Eeidjmann. filit 7 Äbbilbungen im 
ftert unb 4 Doppeltafeln. (Hr. 70.) 

IDtU öie (frgebniffe ber mobernen 5orfdntng, öie fiä> mit bem Befrudjtungsproblem 
befaßt, bar i teilen. (Ei unb Samen, ifjrc (Benefe, if)re Reifung unb tljre Bereinigung werben 
beb.anbelt unb im (Ehromatin bie materielle (Brunblage ber Dererbung nadjgewiefen, wäbrenb 
bie Beöeutung bcs Befruditungsoorganges in einer mtjdiung ber (Qualität oon jwet 3nbt* 
oibuen ju fefjen ift. f 

f. a. Ceben. 

Bclcud)tungsarten. Die Beleud}iungsarten ber (5egcnu)art. Don 
Dr. pMl. HHIIjelm Brüfd). mit 155 Bbbiibungen im Gert (Hr. 108.) 

üöibt einen Überbltcf über ein gemaltiges Arbeitsfelb bcuijd}er ttedmtf unö ttHfTenfdjaft, 
inbem bie tedmifdjen unb n>iffenfQaftIid)en Bcbingungen für bie r)erjteiiung einer wlrtfcriaft» 
Iid)en £id)tquelle unb bie nie ih, oben für öie Beurteilung tbres wirtlid}en IDertes für ben 
Uerbraudjer, öie ein3elnen Beleud)tungsarten fowofjt rjinlicrjtHä) ihrer pljqfHaUfdjen unö 
d)emifd}en (Brunbiagen als aud) trjrcr ffedmü unb Qcrftenung beqnnbett werben. 

B cd ölferungs lettre. Don Drofeffor Dr. HI. fjausljofer. (Hr. 50.) 

TDtil in gebrängter 5orm bas tDefentlicqe ber Beoolterungsleb^re geben über (Ermittlung ber 
DollsiabJ, über (Blicberung unb Bewegung ber BeDÖlferung, Derb,ältnts öer Beoöllerung 3um 
bewoqnteu Boöen unö öie 3iele öex Beoölferungspolittf. 

Bibel. Der (Tert bes Heuen tieft amen ts nad) feiner gefd)i<f)tlid)en (Ent- 
roieflung. Don Dio.»Pfarrer fl. pott. Hlit 8 €afeln. (Hr. 134.) 

IDill in öie bas allgemeine Jntereffe an öer TTertfrltt! befunbenbe 5rage : ,3ft ber urfprflng- 
lid)e Zeit bes lleuen (Teftamentes überhaupt nod) rjerjuitellen t' öurd> öie «Erörterung öer 
Derfd}ieöenf)eiten bes Cuirjertortes (öes früheren, reotöierten unö öurd)gefebenen) unö feines 
Derbottmfjes 3um b«uü9«n (öeutfdjen) .berldjtigten" ttert, einführen, öen »älteften Spuren 
öes uertes" naebacben, eine ,€infÜqrunQ in öie r}anbfd>rtften - »ie bie .älteften Uberfetjungen" 
geben unö in A b^orie unö Praris" jeigen, wie der aejt berichtigt unö retonftruiert mirö. 

f. a. 3*fus; Religion. 

Bilbungsroefcn. Das beutfd^e Bilbungsmefen in feiner gefd)id}tlitfjen 
(Entmidelung. Don Profeffor Dr. Sriebrid) paulfen. (Hr. 100J 

Auf befebränftem Raum löft öer Derfaffer öie fd)Q)ierige Aufgabe, tnöem et öas Bilöungs« 
»efen ftets tm Rahmen öer aUgemetnen KttlturbeioegMng öarfteUt, fo baö öie gefamU Kultur» 

5 l* 
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entwidlung imferes Dolfes in ber Darftellung feines Bllbungswefens toi« in einem oerfleinertcn 
Spiegelbild 3ur (Erfdjefnung fornntt So wirb aus öem Büdjlein nidjt nur für öie (Ertenntnis 
ber Dcrgangenljelt, fonöern aud) für öie 5orberungen öer 3utunft reiche 5rudjt erwadjfen. 

Biloungswefen f. a. fjoäjfdjulen; Sdjuftoefen. 

Biologie f. abftammungslefyre ; flmeifen; Befrudjtungsoorgang ; £eben; 
ITteeresforfdjung; pflogen; pianfton; Gier leben. 

Biörnfon f. 3bfen. 

Botaitif. Koloniatbotanif. Don prumtbojent Dr. $riebrid| Nobler, 
mit 21 abbtlbungcn im tCert. (Hr. 184.) 

ScMIöert 3unäd)ft bie allgemeinen wirtfdwftlidjen (Drunölageit tropifdjer Canbwirtfdjaft, tf)re 
<Einrid}tungen unb IHcthoien, um bann bie befannteften Objefte ber Xolontclbotantf, wie 
Kaffee, Kafao, Hce, 3uderrob,r, Reis, Kautfcrjuf, (Luttapordja, Baumwolle, ©1» nnb Koros» 
palme einer eingebenden Betradjtung 311 unterteilen. 

f. a. (Dbftbcw; Pflegen; IDalb. 

Budjgetöeroe. Das Budjgeroerbe unb bie Kultur. Seä)s Porträge ge« 

galten im Auftrage bes Deutfdjen Budjgeroerbeoereins. (Itr. 182.) 

3n$alt: Bucfjgeroerbe unb tDiffenfcffaft: prof. Dr. R. Socfc. — Bud)gen>erbe 

unb Citeratur: Prof. Dr. <&. IDttforosfi. — Budjgeroerbe unb Kunft: Prof. 

Dr. R. Kaufcfä). — Buä^geroerbe unb Religion: pdoatbo3cnt lic. Dr. 

fi. fjermelinf. — Budjgeroerbe unb Staat: Prof. Dr. R. tDuttfe. — 

üudjgctocrbc unb Dolfsvoirtfcfjaft: Prof. Dr. f). W acut ig. 

Die Dortrflge follen zeigen, toie bas Budjgewerbe nacb, allen Seiien mit fSmtlidjen Gebieten 
beutfdjer Kultur burdj taufenb Sdben oerfnüpft tft, rote in ibm fidj befonbers eng öie ibeellen 
unb materiellen Beftrebungen unb (Brunbtagen unteres nationalen £ebens mttetnanber Der» 
binoen. Sie Dollen ntd>t nur bei ben Angehörigen btefes feit aUers i>er beoo^ugten unb 
geiffig Ijodjftebenben (bemerbes neue 5reuöe am Beruf erweden unb erhalten, fonbern vor 
allem aud) unter ben mit üjm in Berührung fommeuben Dertretern gelehrter unb anbercr 
Berufe oerftänbnisoolie 5reunbe für feine Eigenart erwerben belfen. 3n biefem Sinne werben 
bie toter) tfqften gro&cn Kulturgcbiete berjanbelt. Der erftc*Dortrag, über bas Bud)geroerbe 
unb bie IDiffenfcbaft dou Drof. Dr. R. 5oie bient 3ugleid} als (Einleitung in (betft unb Ab» 
fid>t öer gntt3en Reib,e, unb baran fdilie&en fid| bann tn naturgemäßer $olge bie Bedienungen 
3ur Citeratur oon Drof. Dr. <B. tDitfowsft, 3ur Kunft oon prof. Dr. R. Kautjfd), 3ur Religion 
oon Prbatbo3cnt Dr. r). r)ermclinf, 3um Staat oon Prof. Dr. R. tDuttfe unb 3ur DolTs» 
wirtferjaft oon prof. Dr. t). IDaentig. 

IDic ein Bud) entfielt. Don Prof. fl. ID. Unger. ttltt 7 (Tafeln 

unb 26 flbbilbunqen im Gert (Kr. 175.) 

(Eine 3ufammenb,ängenbe für toeitere Krcife beredmete Darftellung über <befd|id}te, fjerftellung 
unb Dertrieb bes Budjes mit elngeljenber Betyanblung fämtlidter bud)gea>erblid]er ledmifen. 
Damit s>ill bas Bud) namentlich, aud) benen, oie als .Autoren" ober in irgenb einer anöeren 
näheren Beziehung 3ur t)erftellung bes Budjes fteljen, Anleitung unb Belehrung über bas 
umfaifenöe fo au&crorbentlidi intereffante 6ebiet ber grapb,ifd}en Künjte, über Aushärtung, 
papier, Satj, DHuftration, Drud unb (Einbanb bes Buddes geben. Der prafti[d)e IPert biefes 
Bänbd)ens wirb erl)3b.t burd) jaljlreidie Beigaben oon Papier«, Schrift- unb Jlluftrationsproben. 

f. a. 3IIuftrotions!unft; S^rifttoefen. 

Buöbrja. CebenunbCeljrebesBubblja. BonProfefforDr.Ridjarbpifdjel. 
mit 1 (Tafel (Hr. 109.) 

(bibt eine miffcnfciiaftlid) begtünbete burd}aus obieftiue Darftellung bes Bubbb,ismus, btefer 
fo oft mit bem aljnjtcntum oerglid)enen Cebre, bie oon ben einen auf Kotten bes <£b.riftcntums 
r>erf)errlidit toirö, tDäb,renb bie anberen bie £ei)re Bubbb,as roeit tiefer als b(cf?s (teilen. 
€ineT Überjt*t über bie 3uftänbe 3nbiei\s 3ur Seit bes Bubbl}a folgt eine Darfteilung bes 
Gebens bes Buööha, wobei befonbers bie rtljnlicMeiten mit ben (Eoangelien unb bie 5rage ber 
inSglidjlcit ber Übertragung bubbb,ifrtfd)er (Enäljlungen auf Jefus erörtert ©erben, feiner 
Stellung 3U Staat unb Kirdjc, feiner Ce^noeife, foioie feiner Ccbre, wobei bie „oier eblen 
rDab.rb.eiten", bie »5ormel t>om Kaufalnejus" unb ber populärfte Begriff bes .Hiroana" 
erörtert werben, feiner (Etrjif unb ber weiteren (Enrwitffung bes Bubbb,ismus. 
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Cremte. Cuft, TDaffer, Ciä^t un6 tDärmc. ttcun Dorträge aus 6cm 
(Bettete 6er (Ejperimental- Chemie. Don Profeffor Dr. R. Blodjmann. 
3. Auflage. ITtit 3af)lreidjen flbbilöungen. (Hr. 5.) 

5ül}tt unter befonberer Berü(f{id)tigung 6er alltäglichen (Erfdjeinungen bes praftifdjen Ccbens 
in Oos Derftdnbnis 6er djemifdjen (Er|dicinungcn ein unb 3«gt bie aujjerorbentlidie Bebeutung 
besfelben für unfer XPoIiIcrgeljen. 

BU6er aus 6er d)emifd)en tCecf}mf. Bon Dr. flrtur ITtüHer. XTXit 

24 Abbildungen im tCert (Ilr. 191.) 

Sud)t unter Benutzung leb, rrcirfjer Hbbübungen bie 3iele unb Hilfsmittel ber d]cmtjd]cn ttedmil 
beizulegen, 3U jeigen, was biefes Arbeitsgebiet 3U Ietften vermag unb in melier IPeifc 
diemifdje prouffe tedpifd) burrtgefübrt werben, wobei 3unädMt bie allgemein oerwenbeten 
Apparate unb Dorgänge ber djemifdjen ttedjnt! befdjrieben, bann praftifetje Beifpiele für 
beren Derwenbung bargcftellt unb ausgewählte Sonberjumge bes gewaltigen (Bebfetes gefdjilbert 
loeröert. 3nsbefonbeTe roerben fo bie anorganffd}«d}emifd}e (Brofjtnbufrrie (Sd|wefeljänre, Sota, 
(Iblor, Salpeterfäure ufw.), ferner bie 3nouftrfen, bie mit ber Dcftillatton organifdjer Stoffe 
3U|ammenb.fingen (£euqtgaser3eugung, ffeerbefttllatton, fünftlictje 5arbftof fe ufw.) ber/anbelt. 

natürliche unb fün[tlicf)e Pflogen« un6 Hierftoffe. (Ein Uberbltd 



über 6ie Sortfdiritte 6er neueren organifd)en (Efjemie. Don Dr. B. Baoincf. 
ITlit 7 Siguren im fort. (Ilr. 187.) 

Gibt, ausgefyenö oon einer turnen (Einführung in bie (Brunblagen ber Chemie, einen (Einblid in bie 
roidjtigften tfjeorctifdien Kenntniffe ber organifdjen Chemie, auf beren Cetjtungeu nädtft ber (Ein» 
füljrung oon Dampf unb (Eleftrhität bie grofte Deränberung unferer gan3en Cebensljaltung be» 
rufjt, unb fudjt bas Derjtänbnls tfjrer barauf begrünbeten praftifdjen erfolge 31t oermttteln, n>o* 
bei befonberes (Bewiät auf bie für bie 3nbuftrie, t)eilfunbe unb bas tägltdje Ceben wertoollften 
(Entbetfungen unb (Erfinbungeu gelegt wirb, anbererfeits auf bie $orfd}ungsergcbmffe, weldje eine 
fünftige Cofung bes Stoff ruecrjjetprobtoms oorausfeb.cn laffen, wobei 3uglcldj eine (Einfielt in bie 
angefjenbe KompIi3iertl)eft ber diemifcben Dor3Üge im lebenben (Organismus eröffnet wirb. 



f. a. fjaustjalt; ITtetalle; Pflügen; Zta)n\t 



drjriftentum. Aus 6er tDerbejeit 6 es Cfiriftentums. Stubien un6 
(Efjarafteriftifeu. Bon profeffor Dr. 3. (beffden. (ttr. 54.) 

CBibt bureb. eine Relfje oon Bilbern eine OorftelTung oon ber Stimmung im alten abritten» 
tum unb doh feiner inneren Kraft unb oerfdbafft fo ein Derjtänbnts für bie ungeheure unb 
olelfeitige weltfiiltorifdje fultur- unb reltgionsgefdjtditUd}e Bewegung. 

f. a. Bibel; 3efus; Religion. 

Dampf unb Dampfmafcfjtne. BonProf.R. Bat er. Iffit44Abb. (ITr.63.) 
Sd)ilbert bie inneren Dorgänge tm Dampffcffcl unb nametttlid) im 3qllnber ber Dampf» 
mafdjin«, um fo ein ridjtiges Derftdnbnis bes tDefens ber Dampf ma|djine unb ber in ber 
Dampfmafcb.tne \l% abfpielenben Dorgänge 3U ermöglichen. 

Darwinismus f. flbftammungslefjre. 

Deutfölanfc f. a. Dorf; $firftentuin; (Bcfctjidjte; Kolonien; Botfsftämme; 
tDelttmrtfcfjaft; U>irtfo^aftsgef(f|icf}te. 

©orf, 60s 6eutfd)e* DonRobertlKielfe. mitöiabb.imlejt. (ltr.192.) 
Stfjilbert, oon ben Anfängen ber Siebelungen in Deutfd)!anb ausgerjenb, wie |id> mit bem 
IPedrfel ber IDolmfltje bie (Eeftaitung bes Dorfes änberte, tote mit neuen uürtfd|aftUd)cn, 
poUttfd^cn unb fulturellen Derl)ältniffen bas Bilb inrmer rcidher würbe, bis fte im Bnfange 
bes 19. 3af)rf)unberts ein faft wunberbares Ittofaü Iänblid)cr Sicbclungstt)pen barfteUte, unb 
bringt |o F oon ber geograpi)ifd)en (Brunbiage als wid)tigern faftor in ber (cntwtdlung bes 
Dorfes, feiner r)äufer, (Barten unb Strafjen ausge^enb, polftifcrje, wirtfdiaftlidje unb fünft. 
Ierifd]e <befid)tspuntte gleidimäfjig 3ur «eltung, burd) ein Kapitel über bie Kultur bes 
Dorfes bie burd) 3al)lreid)e Abbildungen belebte Sd)ilberung ergan3enb. 

Drama. Bas 6eutfdje Drama 6es neun3e!}nten 3al)rr)un6erts. 3n feiner 
(Entoitflung 6argefteIIt oon profeffor Dr. ©. tDitf otosfi. 2. Huflage, 
mit einem Bil&nis tjebbeli. (Hr. 51.) 
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Sudit in erfter Ctnte auf I)iftori1d)em U)ege öas Dcrftänönis öes Dramas öer Gegenwaii 
an3ubal)ncti unö berüdftd)tlgt 6ie brei Saftcren, öeren Jeweilige Be|d)affenb,ett öie (Beftaltung 
öcs Dramas beblngt: Kunftanfd)auung, Sdjaufpielfunft unö publtfum. 

Drama f. a. 3bfcn; SdjiUer; Sfyafefpcare. 

Dürer, flibre^t Dürer. Don Dr. Ruöolf IDuftmann. TTTit 33 Ab- 
bildungen im (Eert. (Hr. 97.) 

(Eine fd)Ud)te unö fnappc (Erjätilung öes gewaltigen menfd)lld)en uuö fünftlerffdjen €nt- 
widlungsganges fllbredjt Dürers unö eine Darfteilung feiner Kunft, in öer nadjetnanöer 
leine Selbft* unö flngeljörigenbilöniffe, öie 3eid|nungen sur flpofalqpfe, öie Darftellungen 
oon ITtann unö IDelb, öas Rtarteuleben, öie Sttftungsgemälöe, öie Raöierungen oon Rittertum, 
(Trauer unö Ejeiligfelt fomie öie wldjtigften tDerfe aus öer Seit öer Reife bet}anöelt weröen. 

<H)e un6 <B)ered>t. Don profeffor Dr. Cubroig tDa^rmunö. (Hr. 115.) 

Sdjüöert in geörängter 5afi»ng öie l)titorifd)e (Entwidlung öes (Ellgriffes oon öen 
orientaItfa]en unö flünifdjen Döliern an nad) feiner natürlldjen, ftttUdjen unö red)tlid)en 
Seite unö unterjud)t öas Dcrfyältnis oon Staat unö Kirdje auf öem (Bebiete öes <£r;erccMes, 
beb,anöelt öarüber hinaus aber aud) alle jene fragen über öie redjtlidje Stellung öer 5rau 
unö befonöers öer mutier, öie immer lebhafter öie öffentliche Rteinung befdjäftigen. 

Gtfenbafyten. Die (Eifenbafyten, tyre (Entfteljung unö gegenwärtige 
Derbreitung. Don profeffor Dr. 5. fjo^n. IlXit jatyreicfyen abbilbungen 
im ZEcrt unö einer Doppeltafel. (Hr. 71.) 

Ilad) einem Rüdblld auf öte frühsten 3etten öes (Eifenbaimbaues füb.rt öer Derfaffer öl« 
moöerne Glfenbab.n im allgemeinen nad) U)ren rjauptmerimalcn oor. Der Bau öes Balm* 
törpers, öer tfunnel, öie großen Brüdenbauten, fomie öer Betrieb felbft werben befprodjen, 
fdtlieöUd) ein Übcrblid über öte geograpb,ifd)e Derbreitung öer (Eifenba^neu gegeben. 

Die tedjnifdje (Entoicflung öer (Eifenbafynen öer (begentoart. Don 

(Hfenbafjnbau- unö Betriebsinfpeftor £. Bieöermann. mit 3aljfreiä}en 
flbbilöungen im XTejt. (Hr. 144.) 

ITad) einem gefd)td)tlid)eti Überblid über öte dutioidlung öer Cifenbab.nen toeröen öie toid)> 
ttgjten (Bebiete öer moöernen <Ei5enbab.nted)ntI beljanöelt, (Dberbau, (Entwidmung unö Umfang 
öer Spurbannnefce in öen oevfdjteöenen Cänöern, öle (Bcldjidjte öes Cofomotioenwefens bis 
3ur Ausbüöung öer Ejellöampflofomottoen einerfetts unö öes elcftrifd)en Betriebes anöererfeits, 
fomie öer Sicherung öes Betriebes öurd) Stdlroerls. unö Biodanlagen. 



f. 0. £ed)nif; Derfe^rsentmidlung. 



<Etfenr)üttemoefett. Das <Eifen!)üttentDe[en. (Erläutert in aajt Dor» 
trägen uon <5e^. Bergrat Profeffor Dr. t). XDeööing. 2. aufläge. Hlit 
12 Siguren im (Tert. (Hr. 20.) 

S* ( ilöert in gemeinfa&lldjer IDeife, tote (Eifen, öas unentbcb,rltd]fte RtetaH, e^eugt unö In 
feine <Bebraud)sformen gebracht coirö. Befonöers wirb öer fjodjofcnprojeR nad) feinen 
d)emtfd)en, pbqflfaltfd)en unö geologifdjen (brunölagen gefd)ilöert unö öie (Er • eugung öer Oer« 
fdlieöenen «tfenarten unö öie öabei tn Betradjt tommenöen Proäcffe erörtert 

(£Uitroted)itit. (brunölagen öer (Eleftrotefyüf. Don Dr. Ruö. Bloa> 
mann. Ttttt 128 flbbilöungen im (Tert. (Hr. 168.) 

(Eine öurd) leb,rretd)e Rbbüöungen unterfifitote Darftellung öer eleitrifdjen (Erjdjelnungen, Ibrer 
(brunögefefce unö iqrcr Bc3iequngen 3um UTagnetismus, fomie eine (Einführung in öas Der« 
ftänönis öer 3aE}lreid)en praftif*cn änmenöungen öer €leftri3ttat in öen lflafd)incn 3ur 
Krafter3eugung f mit in öer eleltrtfd)en Beleud)tung unö in öer Chemie. 



f. a. Beleud)tungsarten; Swrfwtelcgrapfiie; tCelegrapIjie. 



Gaglanö. (Englanös H)eltmad)t in itjrer (Enttotcflung com 17. 3af)rfjunbert 
bis auf unfere tEa^e. Don TO. £angenbeä\ TTTit 19 Bilöniffen. (Hr. 174.) 

Sd)ilöert nad) einem Uberblid über öas mittelalterltd)e (Englanö öie Anfänge öer englifd)en 
Kolontalpolitif im deitalter öer Königin dlifabellj, öie innere poütifdje (Entmtdlung Im 17. unö 
13. 3ab.r|)unöert, öas allmfiblidie Huffteigen 3ttr U?eltmadit, öen gewaltigen roirtfd)attlicb,en 
unö maritimen HufiAroung, fomie öen Ausbau öes Kolontalreid)es im 18. 3abrt)unöert unö 
f*lic6t mit einer Bcleudjtung über öen gegenwärtigen Stanö unö öle mutmaBltdje 3ufunft 
öcs britifdjen tDeltreidjes. 



*tu Itahir unb 6etftest»ett. 

3ebes Bötzen geheftet 1 IUI., gefä,ma<foolI gebunben 1 ITH. 25 pfg. 



(Entfceäungen. Das 3eitalter ber «ntbetfnngen. Don profeffor Dr. 
S. Gftnt^er. 2. auflagt, mit einer TDelttarte. (Kr. 26.) 

IRit Iebe«b4ger Darttetlungsmeife ffn6 b>r Mc grofcen »eU&e»ei«nben Crtignifte 5ct 
geograpbltdteii R«*ai||anct3«tt anfpredjenb gefdjilbert, oon ber Begrünbung ber portngfiWdjen 
Kolonialb«rrfd>aft uwö ben 5«brten bes Columbus an Ms 3U bem fjerocrtreien ber franjififätn, 
bntifd}<rt unb b^lldnoifd>en Seqafjrer. 



f. a. Polarforfdjung. 



(Erbe. Aus ber Do^eit 6er €rte. Dortrage über «ngcmetne Geologie. 
Den profeffor Dr. 5r. Ste<$. mit 49 abbübungen im Cert unö auf 
5 Doppeltafeln. (tlr. 61.) 

(Erörtert We tntereffanteften unö praftijd) ttidjrigfteu Probleme ber (Beologie: 6ie Sätigfett 
6er DuHane, bas Klima tot Dorjeit, «eHrgsbilbung, Korallenriffe, tTaibilbung uno Crojion, 
tDilböädy unö tDU6bad|Derbauung. 

f. a. Ittenfä unb Grbe; TDirtfd)aftsgefd)td)te. 

(Erfinoungstoefen f. (Bewerbe. 

(Ernährung. Ernährung unb DoItsnaf)runqsmtttel. Seäjs Dorträge 
©on »eil. Profeffor Dr. 3of)annes Srenfcel. mit 6 abbitbungen im 
Sert unb 2 (Tafeln. (Itr. 19.) 

ffiibt einen Überbltd über 6ie gefanrte «rnityrungslebre. Durdj Erörterung Oer grxnbiegnbea 
Begriffe werben bie 3uberettung ber Ila^rung unb ber Deröauungsapparat befprodjen unb enblidi 
bie r)erftellung ber etnselncn ttaljrttngsmittcl, insbefonbert aud) ber Konferoen beb^wbelt. 

f. a. aito^olismus; rjausfjalt; Kaffee; Säugling. 

Grsterjtma. mobeme €nie^ung in fjans unb Stfjule. Dorträge in ber 
rjumbolbt-afabemie $u Berlin. Don 3. (Eeros. (Hr. 159.) 

Betrautet Me €r3ieb,nng als Sadj« ntä>t eines eln3einen Berufes, fonbern ber gefamien 
gegenmflrtigen Generation, jetäjnet fdjarf bie SAattenjeiten ber mobemeu (Erjicfjung unb 
3efgt mittel unb Wege für eine allfeitige Durqbringung bes €nieb.urigsprobleras. 3u 
biedern Sinne merben bie n>id)tigften £r3iei)«nasfragen bef)anbelt: Die Sümiite unb ttjre 
päbagogifäen Klänget, ber Cebensmorgen bes mobemeu Kinbes, Bureaufratie unb Sd>ema» 
rismus, pcrfönIi(I}fdtspäbagogi!, 3udjt unb 3udjtmittel, bie religiöfe 5rage, gemelnfame 
(Er3iel)ung ber (befd)Ied)ter, bie Armen am öeifte, (Er3ieb,ung ber reiferen jugeub ufn>. 

f. a. ^ugenbfürforge; Knabenfymbarbeit; päbagogif; Sdjulwefen. 

CEoolutionismus f. Cebensanfw,auungen. 
färben f. £tdjt. 
Sranrreid> f. Rapoleon. 

Frauenarbeit. Die Stauenarbett, ein Problem bes Kapitalismus. Don 
Prtoatb03ent Dr. Robert tDilbranbt. OTr. 106.) 

Das ttbtma roirö als eine ber bttnntnb\ttn fragen bemäntelt, bie uns burd) ben Kapitaiis* 
mus aufgegeben tcorben finö, unb beijanbelt oon bem Dert)ältnis oon Beruf unb lTTuttcr}ä>afi aus, 
als bem 3entralen Problem ber gamen Staat, öie Urfadjen ber niebrigen Be3abjimg ber 
roeiblidjen Arbeit, bie baraus entjteqenbcn Sd)arierigfeiten in ber Konfurrenj ber Srauen 
mit ben mönnern, ben ©cgenfafc oon Arbettertnnenfdjufc unb Befreiung ber weiblidjen Arbeit. 

SroucnbctDcgung. Die mobeme Frauenbewegung. (Ein gefdjidit* 
Iidjer Überbiicf. Don Dr. Kät^e Sd^irmadjer. (Hr. 67.) 



(bibt einen Uberblid über bie r>aupttatfad|en ber mcöernen Srauenberoegung in allen Cänbern 
unb f Ailbert etnge^enb bie Beftrebungen ber mobernen 5rau auf bem <bebiet ber Bildung, ber 
ArbeU, ber Sittlidj!eit, ber So3lologie unb polltif. 



$rauentranlf)eiten. <5efunb^eitsleb,re für Stauen. 3n adjt Dorträgen. 
Don prioatbo3ent Dr. R. Stirer, mit 13 Hbbilbuugen im ttejt. (Hr. 171.) 

€ine i5o(un6heftslehrc für grauen, bie über bie Anlage bes tcctbltd^n Organismus unb feine * 
Pflege unterridjtet, 3eigt, »le biete bereits im Kinbesalter beginnen mu&, roclfije Bebeutunoj; 
bie allgemeine lörperlidje unb geiftige t)ngicne insbefonbere in ber 3eit ber tEntiotdclang b,a' 
um ffcfi bann eingeljenb mit bem Beruf 0« 5rau als Gattin unb titulier ju bcfd^aÄ» 
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Bus Katar und Getftcswclt. 

3cbes Benfofen geheftet 1 Ht!. f gcfcf|ma(fooll gebunben 1 Ittf. 25 Pfg. 



Srauenleben. Deutf<f)es Srauenlcbcn im tDanbel ber 3<tf>rhunberte. 
Don Direftor Dr. <Eb. (Dtto. mit 25 abbilbungen. (tlr. 45.) 

(Bibt ein Bilö bes öeut^en 5rauenlcbcus von ber Ut^eit bis tum Beginn 6es 19. 3al;iv- 
Ijunberts, oon Denfen unb Sühlen, Stellung unb UHrifamreit ber beutfd}en $xau, mit fie fid} 
im ©anbei ber 3ab,rf)unberte barltellcn. 

$riefccnsbctr>cgimg. Die moberne £r. Don fllfreb fj.Srieb. (Hr. 157.) 

C^ntottfelt bas IDefen unb bie Siele ber 5riebcnsbcn>egung r gibt bann eine Darftellung ber 
Sdjiebsgcridjtsbariett in Ujrer €ntu>idiung unb ihrem gegenwärtigen Umfang mit befonberer 
berüdfiditigung ber b^tn Bebcutung ber ffaager 5riebensfonferenj, befdjaftigt fid) hierauf mit 
bem ftbrüftungsproblem unb gibt 3 um ScMufc einen eingefjenben Überblid über bie <Befd}td)te 
Oer Sriebcnsbcuoegungen unb eine Chronologie Darfteilung ber für fie bebeutfamen (Ereigniffc. 

■ f. a. Re<f)t. 

$rtc6rtcr)$röbcl. Sein Ceben unb fem IDirfen. Donflbele o.portugall. 
mit 5 (Eafcln. (Hr. 82.) 

Cefjrt bie grunblegenben (Beoanfen ber IrtetljoJie 5rSbels rennen unb gibt einen Überblid 
feiner roiditigften Sdjriftcn mit Betonung aUer icner Kernausfprüd)e, bie treuen unb oft ratlofen 
Müttern als ÖJcgroeifer in Ausübung tfjrcs b,eb,rften unb rjciligften Berufes bienen formen. 

$untentelcgrapt)ie. Die Sunfentcleqrapfye. Don ©ber»poftpraftifant 

(Eb.urn. mit 53 3Iluftrattonen. (Hr. 167.) 
Ilad} einer Übcrficbt über bie elettrif djen Dorgänge bei ber $tmfentelegrapi}ie unb einer 
eingetjenben Darftellung bes Sqftems Gelefunfen roerben bie für bie oerftfjicbenen fUuDenbungs» 
gebiete erforberltdjen einjelnen Konftrutfionstopen oorgefürjrt, (Sdjiffsftationen, £anb« 
[tat Ionen, Wilitärftationen unb joldje für ben (Eifcnbabnbienft) , mobei nad) bem neueftett 
Staub oon HHffenfdjaft unb tlcdmif in fungfter Seit ausgeführte Anlagen befchrteben roerben. 
Danadj wirb ber (Einfluß ber 5unfcntelegrapl)ic auf IDirtfäjaftsoerfcbr unb bas tDirt* 
fdjaftsleben (im r)anbels» unb Kdcgsfceoerfebr, für ben r)ceresblenfr, für ben tDctterbien|t 
ufro.) foroie im flnfdjluö baxan Ott Regelung ber Sunfcntelegrapfjie im beutfdjcn unb 
internationalen uerterjr erörtert. 

S&rforgewefen f. 3ugenbfürforge. 

Sürftcntum. Deutfäes Sürftentum unb beutfäcs Derfaffungsmefen. 
Don profeffor Dr. <E. fjubrtd). (Hr. 80.) 

Der Dcrf affer 3eigt in großen Umriffen ben iDcg, auf bem beutfdjes Sürftentum unb beutfd)e 
Dolfsfrciijett 3U bem in ber (Begenroart geltenben rocdijelfeltigcn Ausgleich, gelangt fiub, unter 
befonberer Berüdfiditigung ber preufjifdjen Derfaffungsoerbaltniffe, wobei nad) für3erer Be» 
leudjtung ber älteren Derfafjungs3uftänbc ber Derfaffcr bie Begrünbung bes fürftlidjen Abfolutis- 
mus unb bemgcqenübcr bas (Ertoadjen, 5ortfd>reiten unb Siegen bes mobernen KonftitutionalU» 
mus eingebenb bis 3« (Entftcljung ber preu&ifdien Derfaffung unb 3ur Begrünbung bes beutfdpn 
Bcidjes fdjilberL 

f. a. (Befdjidjte; Derfaffung. 

©asmafdjinen f. tDarmefraftmafämen. 

(J5ctftcs!ran!f)citcn. Don anftattsobernr3t Dr.töeorg Biberg. (Hr. 151.) 

Crortcrt öas ©efen ber (EciftesfrantT)eiten unb an einge^cnb 3ur Darftellung gelangenben 
Bcifpielen bie micbtiqften formen geiftiger (Erfranfung, um fo ibje Kenntnis 3U foröeru, 
fcic ridjtige Beurteilung ber 3eidjen geiftiger (Erfraniung uub bamü eine redjt3cirige oer. 
ftänbnisoolle Befjaitblung berfelben 3U ermöglichen. 

©etftcslcbcn f. menfdj. 

dicograpt}tc f. Dorf; (Entberfungen; 3apan; Kolonien; OTtttfö; poläftino; 
Polarforfcfjung; Stäbte; Dotf sftämme ; IDirifdjaftsIeben. 

(Geologie f. (Erbe. 

w <5crmancn. (5ermantfd|e Kultur in ber Urjett. Don Prof. Dr. (5. Stein» 
^-Jjaufen. mit 17 flbbilbungen. (ttr. 75.) 

ms Pfidileln beruljt auf einoetjenber Quelleuforfdjung unb gibt in feffelnber Darftellung 
ctften UbcrbUd Über germanifcb.es Ceben oon ber Urzeit bis 3ur Berübrung ber Germanen 
mit ber römifinm Kultur. 



Äus Hatur unb <5eiftesn>elt. 

3ebes Banö(f)ctt geheftet 1 tttf., gcfd^madfooll gebunben 1 Ulf. 25 Pfg. 



Germanen. (Bermanifrfje RTt)tf)ologie. Don Dr. 3uI.o.Regelein. (Ilr.95.) 

Der Derfaffer gibt ein Bilb germanifdjen ffilaubenslebens, inbem er öfe Augerungen religtöfen 
£ebens namentlich audj im Kultus und in ben (Bebräudjen bes Aberglaubens auffudjt, fid) 
überall beftrebt, bas 3ugrunbe liegende pfi)d|ologifd}e Biotin 3U entbeden, bic ocrnnrrenbe 
Sülle mqtb.ifdier ttatfadjen unb einjelner llamen aber bemgegenüber 3urüdtreten läßt 

<5efd)'td)to. politif^c fjauptftrömungen in (Europa im 19. 3afjr^unöcrt. 
Don profeffor Dr. K. 0. tj et gel. (tlr. 129.) 

Bietet eine f »tappe Darftellung ber uüdjttgften polttlfdjen (Ereigniffe 00m flusbrudje ber fron» 
3öfffdjen Reoolution bis 311m Busgang bes 19. 3ab,rl)un5erts, roomtt eine Sdjüberung ber 

S&litijdjen 3been t)anb in fjanb gel)t unb roobel überall Urfadje unb UMrfuug, b. b- ber innere 
ufammenbang ber ein3elnen Dorgänge, bargelegt, audj Sinnesart unb Haten »entgftcns ber 
einflu&reicbften perfönlicb,feiten geroürbigt roerben. 

— Don £utb,er 3U Bismarc?. 12 dfjarafterbilöer aus beutfdjer <be» 
fcfjicf)te. Don Profeffor Dr.Ottofar tDeber. 2 Bänbdjen. (tlr. 123. 124.) 

(Ein fnappes unb bod) elnbrudsoolles Bilb ber nationalen unb fulturellcn (Enttoidelung ber 
lleu3eit, bas aus ben oter 3abjbunberten je brei Derfönlidjfctten fjerausqrcif t, bie beftimmenb 
eingegriffen baben in ben IPerbegang beutfd)er <oefcf)id}te. Der große Reformator, Regenten 
großer unb fleiner Staaten, Generale, Diplomaten lommen 3U XDort. Was lITartin Cutter 
einfi geträumt: ein nationales beutfdjes Katferreidj, unter Bismard ftet)t es begründet ba. 

1848. Se<$s Dortrage oon Profeffor Dr. (Dttofar tDeber. (Hr. 53.) 

Bringt auf Cbrunb bes überreifen Materials in tnapper 5orm eine Darftellung öer ojidjttgen 
(Erelgnlffe bes 3abres 1848, biefer nabe3u über gait3 (Europa oerbreiteten großen Bewegung 
üt ibjrer bis 3ur Gegenwart retd>enben HHrlung. 

Reftauration unb Recolution. Sft33en 3ur <EntroicHungsgcfcf)id}ie 

ber beutfdjen (Einheit. Don Profeffor Dr. Rtä)arb Säumern er. (Rr.37.) 

— Die Reaftion unb bie neue Ära. Sft33en 3ur (EntroicfeIungsgefd]id]te 
ber ßegenroart. Don profeffor Dr. Ricrjarb Sememe r. (Hr. 101.) 

— Dom Bunb 3um Reidj. Reue Sfi33en 3ur <Entmicfelungsgef<f}icf)te ber 
beutfdjen (Einheit. Don Profeffor Dr. Ricrjarb Samern er. (Rr. 102.) 
Die 3 Bänbdjen geben 3ufammen eine in fluffaffung unb Darfteilung burdjaus eigenartige 
CBefdjid)te bes beutfdjen Dolfes im 19. 3al}rl)unbert .Reftauration unb Reoolution" bebanbeU 
bas £eben unb Streben bes beutfdjen Dolfes in ber erften fjälfte bes 19. 3abrbunberts, von 
bem erften flufleudjten bes ©ebantens bes nationalen Staates bis 3U bem tragifeben 5el)If<b.lagen 
aller tjoff nungen in ber mitte bes 3abrbunberts. „Die Reaftion unb bie neue flra", beginnenb 
mit ber 3ctt Oer (Ermattung nad) bem grofjen fluffdjtoung oon 1848, f tollt in ben fllittelpunft 
bes Prisen oon Preußen unb (Dtto oon Blsmards Sdjaffen. „Dom Bunb 3um Reid)" 3eigt uns 
Bismard mit fidjerer r)anb bie ©runblage bes Reidjes oorbereitenb unb bann immer ent» 
fdifebener allem (Befdjeljenen bas (Bepräge feines (beiftes oerleil)enb. 

— - f. a. Hmerifa; Bilbungsmefen; Deutfdjlanb ; Dorf; (Euglanb; (Ent* 
bedungen ; Stauenleben; $firftentum; Germanen; 3apan; 3efuiten ; 3ngenicur« 
tedmif; Kalenber; Kriegsroefen; Kultur; Kunft; £iteraturgefä)id)te; Cutter; 
IRü^e; IRufif ;Rapoleon ; paläftina ; pijilofoprjic; Pompeji ; Rom; Säjulmefen ; 
Stäbteroefen; Derfaffung; Dolfsftämme; XDcltljaitbcI; IDirtfcr)aftsgefcf)ta}te. 

(Bcfunb^ettslcfjre. fldjt Dortröge aus ber (Befunbheitsletfre. Don 
Profeffor Dr. r^.Bud]ner. 2. Auflage, beforgt oon Prof eff or Dr. IR. (B r u b e r. 
ITIit 3afjlreid)en flbbilbuugcn im tEeyt. (Rr. 1.) 

3n Harer unb überaus fejfelnder Darftellung untcrridjtet ber Derfaffer über bie Süßeren Cebens» 
bebingungen bes menfdjen, über bas Derljältnis oon Cuft, £id)t unb U)ärme 3um menjd>Hd}en 
Körper, über Kleibung unb IDobnung, Bobenoerbaltniffe unb tDafferocrforgung, bie Kranfb«itcn 
er3eugenben PU3C unb bit 3nfertionsfranfbeiten, fur3 über »idjtige fragen ber tjqgiene, 

f. a. fllfofjolismus; Huge; (Ernährung; Srauenfranf Reiten; (Beiftes- 

frantljettcn; ©ijmnaftif ; rjausljalt; tjeilmiffenfdjaft; Kranfenpflege; RTenfd); 
neroenftjftem; Säugling; Sdjul^giene; Stimme; tTuberfuIofe. 



aus ttatuv unb 6etfte$n>eft. 

3eöe$ Bänden geheftet 1 TRI., gef^macfooll gebunben 1 fltf. 25 Pfg. 



<5cu>evbe. Der geu>erbti<f)e Redjtsfdjufc in Deutfdjlanb. Don Patent- 
anwalt B. (Eolfsborf. (Hr. 138.) 

lad) einem allgemeinen ÜberbltcF über (Entfteljung unb (Eutioidlung bes geu>erblid}en Kedjts» 
rt}ufoes unö einer Bestimmung 6er Begriffe Patent unb (Erfinbung wirb 3unäd}ft bas beutjdje 
totcnrredjt befmnbelt, »obet ber ©egeujtaub bes patentes, ber Patentberedjtigte, bas Der» 
aijren in patentfadten, bie Redjte unb Pflidjten bes Patentinhabers, bas €rlöfdjen bes 
Patentrechtes unb bie Berlefcung unb ftnmafjung bes Patentfähiges erörtert werben. Sobann 
wirb bas ITlufter* unb tDaren3cid)enred|t bargejteüt unb babet befonbers Art unb (Begenftanb 
ber tttufter, ib.re IXadjbilbung, (Eintragung, Sdjuhbauer unb Cöfdjung Hargelegt. (Ein weiterer 
ftbfdmitt befa&t fidj mit ben internationalen Berträgen unb bem flusftellungsfdiufc. 3um 
Sdjluffe Bnrö nod} bie Stellung ber Patentanwälte befprod)en. 

f. a. Buchgewerbe; Pflansen. 

<5i)mnaftit. Deutf6.es Hingen nadj Kraft unö Sdjönljeit. Hus ben 

Hterarifcf) en Seugmffen eines 3af)rl)unberts gefammett. Don fcurninfpeftor 

Karl Dt 5 Her. I. Banb: Don Stiller bis £ange. (Hr. 188.) 

IDtll für bie bie (Gegenwart bemegenben Probleme einer barmonifd>en (Entfaltung aller 
Kräfte bes Körpers unb (Bciftes bie getoidjtigftcn 3eugniffe aus ben Schritten unterer fübrenben 
(Beifter beibringen. Bas erfte Bänbdicn entljält flttsfprüdje unb Huffäfte oon Sdnller, fcoetfje, 
3ean Paul, (Butsmutijs, 3alm, Bicftenoeg, Ro&ma&ier, Sptefc, 5r. Cq. Bifdier unb $x. fl. tauge. 

Die Ceibcsnbungen unb ihre Bebeuiung für bie (befunbtjeti. Don 

Profeffor Dr. R. 3anber. 2. Auflage. ITXit 19 Hbbilbungcn. (Hr. 13.) 
BMÜ barfiber aufflären, ©esb,alb unb unter toeid>en Umjtänben bie Ceibesübungen fegensreid} 
rotrfen, tnbem es ihr IDefen, aubererf etts bie in Betraft fotmnenben (Drgane bcfprtdjt ; erörtert 
befonbers bie BJecbjelbejieljuugen 3u>if djen förperlidjer unb geiftiger Arbeit, bie. Ceibesübungen 
ber $rauen, bie Bebeutung bes Sportes nnb bie Gefahren ber fportlidien Übertreibungen. 

f. a. <5efunbb 4 eitsleb,re. 

Qaftbfertidieit f. Knabenljanb arbeit. 

*fan$>rr>erf . Das bcutfdje r}anbaerf in feiner futturgcfd)td)tli<f)cn Gntroitf« 
Iung. Don Direftor Dr. <E b. © 1 1 o. 2. Hufl. mit 27 Hbb. auf 8 (Tafeln. (Hr. 14.) 

(Eine BarfteUung ber (Entmidlung bes beutf 6>tn t}anbu>erfs bis in bie neuefte Zeit, ber großen 
UmtDÖIjUug aller tDirtfd)afttid^n Derffältnifle im Zeitalter ber (Eifenbafmen unb Bampf- 
mafdjtnen unb ber fjanötoerferberoegungcn bes 19. ^aljrb.unberts, »ie bes Älteren tjanbioerrs* 
lebens, feiner Sitten, Bräudje unb Birfjtung. 

tjaus. Das beutfdje Jjaus unb fein Hausrat. Don profeffor Dr. Rubolf 
IKeringer. Ritt 106 abbilbungen, barunter 85 oon profeffor fL oon 
Schroetter. (Hr. 116.) 

Bas Bud) toill bas 3ntereffe an bem beutfö^en Fjaus, mie es geworben ift, förbem; mit 
3al)Ireid)en tünftlerifcben 3UuftTationen ausgeftartei beljanbelt es nacb bem „rjerotyaus" bas 
oberbeutfdje ßaus, führt bann anfd}aulid> bie <Etirrid)tung ber für biefes tfiaraftertfttfdien 
Stube, ben (Dfen, ben fctfdi, bas (Efcgerat oor unb gibt einen Uberbltd übet bie fiertunft 
oon fjaus unb fjausrat. 

Kulturgeftbjdjte bes beutfdjen Baucrnb.aufcs. Don Rcgierungs- 

baunteifter a. D. db,r. Ranrf. mit 70 Hbbilbungen. (Rr. 121.) 
Ber Berfaffer füb,rt ben Cefer in bas fjaus bes germanifd>e« £anbu>irtes unb 3eigt beffen 
(Entmidlung, toenbet fidj bann bem paufe ber flanbinaoifdien Bauern 3U, um hierauf bie 
(Entro ttflimg bes beutjdjen Bauenüjaufes u>äf)renb bes mittelaiters banujtcllen unö mit einer 
S^ilöerung ber heutigen Sonn bes beutfd)cn Bauernb.aufes fd)Ue&en. 

— f. a. Kunft. 

^ausrtalt. Die Ratunoiffenfdiaften im f}ausb,alt. Don Dr. 3. Bongar 5 1. 
2 Bänbcb,en. (Rr. 125. 126.) 

I. Heil: tDie forgt bie Rausfrau für bie (5efunbb.eit ber 5ami!ie? mit 31 Rbbilbungen. 
H. Ceü: »ie fergt bie fjausfrau für gute nab.ruug? OTit 17 Rbbübungen. 
Selbft gebübete Hausfrauen lönnen fidt 5ragen nid)t beantworten a»ie bie, roesbalb fie 3. B. 
fonbenfierte Blildj aud) in ber Reißen 3eit in offenen fcef ä&e« aufbnrabrtn lönneu, »«Salb 
fit hartem Oaffer S*be jnfefcen, SMtb^a «bft tat fupferwin Keftef ntrfjt erUIten (elL Bs 
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Toll (tat an 6er IJanö einfadjer Betfpfele, uuterftüfct öurd) (Erperimente unb Abb Übungen, 
öas naturwifienjd)aftlicbe Denten ber fceferinnen (o gefault werben, bafc He befähigt rceruen, 
aud) folebe fragen felbjt 3U beantworten, bie öas Bud) unberüdftcbtigi lögt. 

I7 ausmalt. (Erjcmie in Küä)e unb IJaus. Don profeffor Dp. <B. a&eL ITtit 
flbbübungen im tEert unb einer mehrfarbigen Doppeltafel (Hr. 76.) 

Das Bänbdjen will (Belegenbeti bieten, bie m Kfidje unb Qaus taglidi fiaj ooltyebenben 
diemifdjen unb pb.p{ifalifd>en projeffe rtdjtig 3U beobadjten unb nufcbringenb 3U oerwerten. 
So werben rje^ung unb BeleuAtung, nor allem aber bie (Ernäfjrung erörtert, »erben tierijdje 
unb pflanjlidie Ilabrungsmiitel, «enu&mittel unb (betrönle behanbclt 

— f. a. Kaffee. 

Qaqfen f. ntufif. 

F>ebe3euge. Das fjeben fefter, flfiffiger unb Iuftförmiger Korper. Don 
Profeffot Dr. Ridjarb Dater. mit 67 abbilbungeu im (Eejt. (tlr. 196.) 

Will, obne umfangretd}« Kenntntffe auf bem (Bebtet ber ntea>antt t>oraus3ufei3en, an ber 
rjanb 3ab.Ireicb.er etnfatber Sfi33en bas Derftänbnis für bie tDirfung ber rjebeieuge einem 
weiteren Krelfe 3ugänglid} machen. So ©erben bie fiebe»E)orrid)tungen fefier, flüffiger unb 
Iuftförmiger Körper nad) bem neuesten Stanb ber ttecbnif einer aiisfnb.rlicb.en Betra<f)tung 
unter3ogen, wobei roidjtigere flbfcfmitte, wie: fjebel unb fdjicfe (Ebene, Drudwafferbebc« 
Dorricqtungen, 3entrlfugalpumpen, ©eblöfe ufw. befonbers eingebend bcijanbelt finb. 

QcUtDiffcnfdtaft, Die moberne. tDefen unb (Brenden bes fatfRtyn 
IDiffens. Don Dr. (E.Biernacfi.Deutfd) conBabear3tDr.S. (Ebel. (Hr. 25.) 

IDUl in ben 3nbatt bes ürctlieben IDiffens unb Könnens oon einem allgemeineren Stanbpuntte 
aus einführen, inbem bie gefd}id)tlicb.e (Entwictlung ber mebtymfcfien ©runbbegrf ffe, bie Cciflungs» 
fäb.igfeit unb bie Sortfcfjritte ber mobemen Qetltunft, bie Belebungen 3mif<b,en ber Diagnofc unb 
ber Beljanblung ber Krantyett, fowie bie (Breden ber mobemen Diagnoftif bebanoelt werben. 

Der Aberglaube in ber lttebi3in unb feine ©efafjr für ©efunbfyeit 

unb Ceben. Don Profeffor Dr. D. oon fjanfemann. (Hr. 83.) 

Bebanbelt alle menfd)Iicben Derfjältnijfe, bie in irgeno einer Be3iebung 3U Ceben unb (BefunbJjeit 
fterjen, befonbers mit HQa)id]t auf oiele f<bäblid)e Arten bes Aberglaubens, bie geeignet finb, Kran!» 
betten 311 föröern, bie ©efuuöbeit fjerab3Üfc^en unb aud? in moralifd}er Besieijung 3U fdjäbigen. 

f. a. Hnatomie; Äuge; Srauentranflieiten; (Beiftesfranfljetten; <5e- 

funbl) eitstehe; Kranfenpftege; fteroenfaftem; Säugling. 

fjerbarts £ebjen unb Ceben. Don paftor <D. $tflgel ITtit 1 Bilbniffe 
fjerbarts. (Hr. 164.) 

Ijerbarts Cebre 3U lernten, ift für ben Pbilofopben wie für ben päbagogen gleid) wichtig. 
Unbes feine eigenartige tEerminologie unb Debufttonsroeife crfdjwert bas (Einleben in feine 
(Bcbanrengefilbe. 5lügel oerftebt es mit mufterljaftem ©efdjicl, ber 3nterpret bes Üleifters *u 
fein,beffen ©erbegang 3U prüfen, feine Pbilofopljie unb päbagogif gcmeinoerftänbltcb, öanuftellen. 

Qilfsfdtulr&efert, Dom. Don Heftor Dr. B. Ittaennel. (Hr. 73.) 

(Es wirb in furjen 3ügen eine Iljcorie unb praris ber r)iifsfd)ulpöbagogif gegeben. An Qanb 
ber oorbanbenen Citeratur unb auf (Bruno oon (Erfabrungen wirb nidjt allein 3ufammen» 
geftellt, was bereits geleiftet worben ift, fonbern audj bernorgeboben, was noch, ber €nt- 
widlung unb Bearbeitung barrt. 

f. a. <5eifte$franff)etten; 3ugenbfürforge. 

^od)fd)ulcn, ITc^nif^e, in noröamerifa. Don Prof. Dr. $. DtüIIer. 
ITItt 3af|Irei<ben (Certabbilbungen, einer Karte unb „£ageptan. (ITr. 190.) 
(Bibt, oon lebrretdjen flbbilöungen unterftüftt, einen anfdjaultcben Uberblid über (Drganifatton, 
flusftattnng unb Unterrid)tsbetrieb ber ameritanifeben ted)nifcben r)od)fd)ulen unter befonberer 
r)en)orbcbung ber fte fcmt3etcbnenben BTerlmale: enge Sü T r,lung jwifeben Seffern unb 
Stubierenben unb ooTwiegenb prattifd)e Hätigteit in Caboratorten unb lüerlftätten. 

Japan. Die Japaner unb ifjre roirtfä^aftlicfje (Entroicllung. Don Prof. 
Dr. K. Röthgen. (ITr. 72.) 

Sd)ilbert auf 6runb lotgläbriger eigener (Erfabrungen in 3apan £anb unb £eute, Staat unb 
rDirtfdjaftslebcn fowie bie Stellung Japans im tDeltocrfebr unb ermöglich fo ein roirflicf|es 
Derftönbnis für bie ftaitnenswerte (wirt{dinftlic!}e unb polittfcf)e) innere rieugeftaltung bei 
taubes in ben legten 3abr3ebnten. 
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Japan f. a. Kunft. 

3bfcrt. fjenrif 3bfen, Björnfijerne Björnfon unb tyre 3eitgenoffen. 
Don profeffor Dr. B. Kaf)te. (Hr. 193.) 

3n großen 3ügen toirö die (Entroidlung und 6ie (Eigenart 6er beiden größten Dieter Ilonocgens 
dargcftellt, einmal auf der Grundlage der Befonderljeiten des nonueglfdjen Dolfes, anderer« 
feiis im 3ufammenf)ang mit den fulturellen Strömungen öer 3©etten fiälfte 6es 19. 3at)r. 
Ijunöcrts, durd} die ergänzende Schilderung ron 5 anderen noru>egifd)en Did)tcm (£te, 
Kielland, Slram, (Barborg, tjamfun) erweitert ftd} die Darfteilung «u einem Bild der iüngften 
getftlgen Cntxoidlung des uns t>euif<ben fo nahcftehenben nonDegifdjen DoHes. 

3fccaUsmus f. £ebensanfd)auungen; Rouffeau. 

Jcfultcit. Die 3cfmtcn. (Eine ^iftorifd)c Sft33e von Profeffor Dr. 
r). Boetymer. 2., vermehrte unb verbefferte Ruf läge. (Itr. 49.) 

(Ein Bud)Iein nidjt für oder gegen, fondern über die 3e)uiten, aljo der üerfu* einer 
geredeten Würdigung des Dielgenannten (Drdens, das nicht nur oon der fogenannten 3efuiten« 
moral oder oon der (Drdensoerfaffung, fondern aud) oon der 3*fultenfdnile, oon den Ceiftungen 
des Ordens auf dem Gebiete der getjtigen Kultur, oon dem 3cfuttenftaate ufto. bändelt 

3cfus. Die (bleidfntffe 3*fu. Sugleicf) Anleitung 3U einem quellenmäßigen 
Derftänbnis ber<Eoangelien. DonLic.prof.Dr.fytDeinel. 2.flufL (Hr.46.) 

tDtll gegenüber Krdjlid|er und nicbtftrdilidjer fltlegorifierung der (bleldmlffe 3efu mit Ihrer 
richtigen, ojörtlidien auffafiung befatint machen und ocrbiitdct damit eine (Einführung in die 
Arbeit der modernen {Ideologie. 

3efus unb feine 3eitgenoffen. Don Paftor K. Dönhoff. (Hr. 89.) 

Die gan3e r)crbb,ejt und töftttdje 5rif<h* des Dolfsftnbes, die b,inreifeende fjodjhentgteit 
und propb.ettfd)e Überlegenheit des genialen Doltsmanncs, die reife tDeisl)eit des 3unger» 
büdners und die religiöfe {Liefe und tDeite des (Eoangeliumocrfünöcrs oon rta^aretf) tolrb 
erft empfunden, menn man Hm in feinem Dertehr mit den Hm umgebenden ntenfdjengeftalten, 
Dolfs* und Parteigruppen 3u oer|tcb,en fudjt, roie es diefes Büdjlcin tun raHL 

IDaI)rf)eit unb Dichtung im Ccben 3efu. Don Pfarrer Dr. Paul 

tttefjIf)orn. (Hr. 137.) 

tDfn geigen, roas oon dem im Heuen (Eeftament uns überlieferten Ceben 3*fu <*ls wirtlicher 
ttatbeftanb f erhalten, toas als Sage oder Dichtung ju betradjten Ift, durd} Darlegung der 
(brundfäfce, nach, denen die Sdjcidung des gefdjichtltch (Blaubmürdigen und der es umranfenöcn 
Pbautafiegebildc Dor3unehmen ift und durch, Doll3ieI)ung der fo gefenn3eld}neten Art djemifdjer 
flnalofe an den roidjtigften Stoffen des „Ccbens 3<fu". 

— f. a. Bibel; drjriftentum ; Religion. 

Sllufiratlonsfunft. Die beutfdie 3IIuftration. Don Profeffor Dr. Rubolf 
Kaufcfä}. mit 35 flbbilbungen. (Hr. 44.) 

Behandelt ein befonders wichtiges und lehrreiches (bebtet dcT Kunft und lefftet tugleidj, 
indem es an der fjand der (Bcfdjidjte das <Eb,ararteriftifd}e der 3iluftration als Kunft 3u 
erforfdjen fu<b,t, ein gut Hell „Kunfte^iefjung". 

f. a. Budjgcroerbe. 

3nbuftrie f a)tml\a)c t f. Pfla^en; tTe^nif. 

3nf initcftmalrecr}nurtg. (Einführung in bie 3nf. mit einer r/iftor. Über» 

fidjt. Don profeffor Dr. <BerI)arb Koroaletosü. mit 18 Sig. (Rr. 197.) 

Bietet in allgemeinoerftanMidier form eine (Einführung in die 3nftnttefimalred]raing, ohne 
die b«wte eine ftreng roti|cnfctjaftlid)e Behandlung der naturtoiffenfdjaften unmöglich, ift, die 
die nid)t fomobl in dem Kalfül felbft, als oielmeb,r in der gegenüber der (Elementarmatbematit 
oerdnderten Betradjtungstocife unter den (Befidjtspunften der Kontinuität und des Unendlichen 
liegenden Scb,toicrigreitcn 3U überroinden Icb,rcn toilL 
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Sngcnfeurtcdjnif. Schöpfungen ber 3ngenieurtecbttif 6er Heimelt. 
Don Baurat Kurt Bierde l. 2. aufläge. Iffit 55 Äbbifbungen. (Hr. 28.) 

5üljrt eine Reil^e rjeruorragenber unb intereffanter 3ngenieurbauten nad) t^rer tedmifdjen 
unb roirtfd)aftIid)en Bebeutung r»or : bie (bebtrgsbab, nen, bie Bf rg bahnen, unb als beren Dor« 
läufer bie bebeutenben <Bebtrgsftraf|en ber Sd)wei3 unb (Tirols, bie großen <Elfcnbal)noerbtn. 
bungen in Afien, cnblid) bie ntobernen Kanal* unb rjafenbauten. 

Bilber aus ber 3ngemeurtedjmf. Don Baurat Kurt ITT er de I. mit 

43 Abbildungen im tEejt unb auf einer Doppeltafel. (Hr. 60.) 

3eigt in einer Säuberung ber 3ngenteurbauten ber Babtjlonter unb Affqrer, ber Jngenieur« 
teeb/ntf ber alten Ägijpter unter Dergleid)sroetfer Bcbauöluug ber mobemen 3rrigattonsanlagen 
bafclbft, ber Sdjöpfungen ber antiten griedjtfdien 3ngenieure, bes Städtebaues im Alterrum 
unb ber romifcb,en IDafferlefiungsbauien bie Ijofjen £eiftungen ber Böller bes Altertums. 

3srael f. Religion. 

3ugcrtb = 5ürforge. Don Direftor Dr. 3olf. peterfen. 2 Bänbe. 
(IXr. 161. 162.) 

Banbl: Bie 5ffentli*e fürforge für bie fjilf sbebürftige 3ugenb. 
BanblhDle öffentliche 5ürforge für bie flttlid) geffib.rbete unb bie ge* 
merblid) tStige 3ugenb. 

(Erörtert alle bas fürforgeaefen betreffenben fragen, bedt bie ifjm anljafienben Tltängel auf, 
5<igt 3ugleid) aber aud) bie mittel unb IDege 3U ihrer Befeitigung. Befonbers etngcljonö 
werben ocbanbelt in bem I.Bänbäjen bas Dormunbfd}aftsred)t, bie Säuglingsfterbltd)fett, bie 
5ürforge für unebelidje Kinber, bie (bemetnbematfenpflege, bie Dor« unb IIa * teile ber 
flnftalrs- unb 5anülienpfleqe, in bem 2. Bönbdjen bie geroerblidje Ausnuftung ber Kinber 
unb ber Klnberfcbufc im (Beroerbe, bie Kriminalität ber 3ugenb unb bic 3n>angser3tel)ung, 
bie fürforge für bie fdjulentlaffene 3ugenb. 

Kaffee, {Tee, Kafao unb fcie übrigen nartotifcfjcn aufgufe= 
gerränfe. Don Prof. Dr. fl. tD tele r. mit 24 flbb. u. 1 Karte. (Itr. 132.) 

Bcbanbelt, burd) 3toedentfored)enbe Abbildungen unterftüijt, Kaffee, See unb Kalao ein« 
oetjenber, mate unb Kola rürjer, in beptg auf bie botanifdje Äbftammung, bie natürliche 
Derbreitung ber $tarnmpflan3en, bie Derbreirung ibjer Kultur, bie tDadjstumsbcbingungen 
unb bie Kulturmetboben, bie Srntesett unb bie (Ernte, enblid) bie (Dcroinnung ber fertigen 
ZParc, mie ber ZDeltmarft fie aufnimmt, aus bem geernteten Probufte. 

f. a. Botamf; (Ernährung; rj ausmalt. 

Kalender. DerKalenoer. Don Prof effor Dr.tD.S.tDislicenus. (Hr. 69.) 

(Erfrört bie aftronomtfd>en <£rfd)efnungen. bie für unfere 3eitredmung oon Bebcutung ffnb, 
unb fdjiibert bie l)lftorifd)e (Entroicfiuug bes Kalenbertoefetts com römifdjen Kalenber aus* 
getjenb, ben IDerbegang ber d)rtftlld)en Kalenber bis auf bie neuefte 3eit oerfolgenb, fefct 
ihre (Einrichtungen ausemanber unb Iel)rt bie Berechnung !alcnbari|d)er Angaben für Der« 
gaugenb,eit unb 3ufuitft, fie burdj äablreldje Beifpiele erläutentb. 

Koni. 3mmanuel Kant; DarfteÜung unb IDürötgung. Don profeffor 
Dr. <D. Külpe. mit einem Bübniffe Kants, (tlr. 146.) 

Kant fyat burd) feine grunblegenben tDerte ein neues 5unbament für bie Db.iiofopb.ie aller 
üölfer unb Seiten gefajaffen. Diefes in feiner (Eragfäbigfctt für moberne 3been banuftellen, 
bat fid) ber Derf affer 3ur Aufgabe gef teilt. (Es ift ibm gelungen, ben u>irtlid)en Kant mit 
biftorifdjer lEreue 311 fdjilbern unb bod) aud) 3U beleudjten, ©ie bie nadnwö berufen ift, 
b,inaus3uftrcbcn über bic Anfdjauungen bes getoaltigen Denfers, ba aud> er ein Kinb feiner 
3eit ift unb mand^e feiner Cebrmcinungen oergänglidjer Art fein muffen. 

f. a. pfylofoptye. 

Kinderpflege f. Säugling. 

Unab cnl) an 6 arb elt. Die, in 6er heutigen <Er3ieb.ung, Don Semtnarbireftor 
Dr. fllw.jp abf t. mit 21 Hbbilöungen im Ccrt unb 1 TEitelbilö. (Hr. 140.) 

(bibt einen Überbltd Ober bie <E>efd)td)tc bes Knabenb,anbarbeitsunterrid)ts, unterfud)t feine 
Stellung im £id>te ber mobemen päbagogifdien Strömungen unb erb, artet feinen tPert als 
(Ersldiuunsmittet, erörtert fobann bte Art bes Betriebes in ben oerfdjiebenen Sd)ulen unb gibt 
jum Sd)(üffe eine oergleidjcnbe Darftellung ber Snjtcme in ben oerfdjiebenen CÄnbern. 
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Kolonien. Die beutfAen Kolonien. £anb unb Ceute. Don Dr. ftbolf 
rjeilborn. ITtit 3ab,lretä}en flbbilbungen unb 2 Korten. (Hr. 98.) 

Bringt auf engem Räume efne öureb, Abbildungen unb Karten unterftütjte, tDljjenfcbaftlid) 
genaue Sd>tlberung 6er öeutfä>en Kolonien, fomte eine cinumnöfreie Darfteilung ihrer Dölfer 
nacb. Rabrung unö Kletöung, fjaus unö (bemcinöeleben, Stitc unö Rect|t, Glaube unö Roer» 
glaube, Arbeit unö Dergnügen, (betoerbe unö rjanbel, »äffen unö Kampfesmeife. 

f. a. Botanil; (Englanb. 

Kraftfahrzeuge {. automobil 

Kran! enpf lege. DortrSge gehalten von (Tfjef arjt Dr. B. £ ei &. (Hr. 152.) 

Gibt 3un5dj|t einen Überbli« Ober Bau unö funftion öer inneren Organe öes Körpers unö 
öeren bauptfäd)Ucb l Uen<Erfranrungen unö erörtert öann öie bierbei 3U ergreifenben nta&natjmcn. 
Be{onöers_ eingebenö ©trö öie Kranlenpflege bei 3nfefttonsrrantyeiten JoxDie bei plöfcliäjen 
ürtfjlucfsf cillcn unu dErfrunfun^cn bcfyuiiöclt. 

f. a. <befunb^eitsleb,re. 

Kriegsroefen. Dom Kriegstoefen im 19._ 3<*fyfyinbert. Sroonglofe 
Sfi33en oon ITtajor <D. ©on Sotten. ITtit 9 Uberfidjtsfärtdien. (ITr. 59.) 

3n einübten Äbfcbnltten toirö tnsbefonöere öie RapoIeonifAe unö ntolttef ctje Kriegführung an 
Beifplelen Qena.Königgräfc'Seöan) öargefteUt unö öurd} Kartenffi33en erläutert. Damit oer» 
bunöen ftnö fur3e Sdjilöerungen öer preufei[d}en Armee oon 1806 unö nad) öen Befrelungsfrtegen, 
fotoie uadi öer Reorganifatlon oon 1860, enölidj öes öeutfdjen fjeeres oow 1870 bis jur 3*6t3eit. 

— Der Seefrieg. Seine gefd)td)tlicb i e (Entroidlung oom 3eitalter 6er <Er\U 
bedungen bis 3ur Gegenwart. Don Kurt $reib,err oon HIaltjaf|n, 
Di3e-a6miroI a. D. (Hr. 99.) 

Der Derf. bringt öen Seefrieg als Kriegsmittel tole als mittel öer Polittt }ur Darfteilung, 
inöem er 3unäd)ft öie (Enrrottflunq öer Kriegsflotte unö öer Seelricgsmittcl fdjtlöert unö 
öann öie heutigen nJeltmirtfdjaftsjtaaten unö öen Seefrieg befyanbclt, toobei er befonöers 
öas Abt)ängtgfeÜsoerhäItnis, in öem unfere tDeltmirtfdiaftsftaaten fommerjiell unö poltttfd} 
3u öen Derfcqrstoegen öer See jtcb.cn, öarf teilt 

Kultur. Die anfange ber menfd)lid)en Kultur. Don Prof. Dr. £ubroig 
Stein. (Hr. 93.) 

Beb,anöelt in öer Überzeugung, baß öie Kulturprobleme ber (begenroart jidj uns nur burd) 
einen tieferen (tinbüi in Ujren ZDeröegang erfdjltefeeu, Ratur unö Kultur, öen Dorgef<f)fd)tlid)cn 
)Ucnjd>en, öie anfange öer Arbeitsteilung, öie Anfänge öer Rajtenbtlöung, ferner öie Anfänge 
öer u>irtfd)aftlid|en, intelleftucllen, moraitjdjen unö Fialen Kultur. 

— f. a. Bucf)gen>erbe; Dorf; Germanen; (Befd|icf|te; griedj. S t ab tcbtlö er. 

Kunft. Bau unb Ceben ber Wlbenben Kunft. Don Direftor Dr. tE b, e o b o r 
DoIbeb.r. ITIit 44 abbilbungen. (Hr. 68.) 

5üb,rt oon einem neuen Stanöpunfte aus in öas Dcrftänönls oes tDefens ber büöenöen Kunft 
ein, erörtert öie (Brunölagen öer merijdilt*cn (Beftaltungsfraf t unö 3eigt, toie öas fünftlerijdje 
3ntereffe jidj anmäb.lid) weitere unö immer meitere Stoffgebiete erobert. 

Deutf(f|e Kunft im täglichen Ceben bis 3um Sdjluffe bes 18. 3aljr» 

fiunberts. Don Prof. Dr. Bert b,oIb Ijaenbfe. ITtit 3af)Ir. Hbb. (Hr. 198.) 

Sdjtlöert an öer fjanö 3ab,lreid|er AbbUöungen, toie öie Kunft, oormiegenö öie angetoanöte, 
im Caufe öer 3ab,rf)unöerte öas öeutfdje Fjeint in Burg, Sdjlofc unö f>aus beljaglfq gemacht 
unö gefömüdt rja t, oerfolgt öurd) ettoa taufenö jab. re, nie öie ein3elnen 6ebrauc^s> unö £urus« 
gegenftänöe öes täglichen £ebens entftanöen finö unö fid) gemanöelt ijaben, unö [tollt fo einen 
abriß öer <Befd)id{te öes Kunftgemerbes unö öes b,äusliqen Dafeins unferer Dorfab,rcn öer. 

Kunftpflege in fjaus unb rjeimat. Don Supcrintenöent R.Bürf ner. 

mit 14 Abbilbungen.. (Hr. 77.) 

tDtn, ausgeb,enö oon öer Uber3eugung, öaß 3u einem Döllen IRenfcfienfcin unö Dolfstum öie 
Pflege öes Schönen unabmeisbur gebort, öie Augen 3um regten Seb,en öffnen lehren unö öie 

?ian3e £ebensfüb.rung, Kleiöung unö r)äuslidjfeit äftb/ttjeh. geftalten, um fo oud> jur <Er» 
entttnis öeffen 3U fügten, roas an r)efmatfunft unö tjetmatjcbafc xu b,egen ift, unö auf öiefem 
gro&en (bebtete perfönlid>en unö allgemeinen äftb,etifcl|eii Cebens ein praftlfctjer Ratgeber fein. 
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&us Katar unb (Setfterroeli. 

3ebes Bänden geheftet 1 III!., gefdfmadtoon gebunben 1 ITT!. 25 Pfg. 



Kunft. Die oftafiaiiftfje Kunft unb tyre €m©irhing auf (Europa. Don 
Dircftor Dr. R. <5 raul. mit 49 Ebb. im ttejt unb auf 1 Doppeltafel. (Itr. 87.) 
Bringt öie beöeutungsooüe <Einu?irfung 6er japanii^en unö djlneflfdjen Kunft auf öie 
europfiifdje 3ur DarfteUung unter Btttietiung eines reiben Bilöennaterials, öen Cflnflufj 
(Tf)inas auf öie (EntuucHung öer 3um Rofofo örängenöen freien Rtd)tungen in öer öeforatiDen 
Kunft öes 18. Jabrljunöcrts tote öen auf öie (Enttoicfluttg öes 19. 3aQri)unbert5. Der Der» 
fafier weift auf öle Be3lec)ungen öer maleret unö 5arbeaöructfanft Japans 3um 3mprefifo- 
nismus öer ntoöernen europäijcb.en Kunft fjin. 

f. a.Bau!unft; Bu<f}gea>erbe; Dürer; Stabtebilber; 3lluftration$funft; 

Rembranbt; SäViftoefen. 

Ceben. Die (Erfdjeinungen bes Cebens. (Brunbprobteme ber mobernen Bio- 
logie. Don prioatbojent Dr.fj.mief/e. Iffit 40 Siguren im £crt. (Itr. 130.) 
Derfudji eine umfajfenöe ICotalanfid)t öes organif<i)cn Cebens y.i geben, inöem nadj einer 
(Erörterung öer fpcfulatioen DorfteUungen Aber öas Ztbtn unö einer Betreibung öes proto* 
piasmas unö öer 3elle öie b/raptfäd)ltd>fteu flen&crungen öes £ebens bebanöelt werben, als 
(EutwlcfTung, CErnäbrung, Atmung, öas Sinncsleben, öle 5ortpfIan3ung, öer Hob, öie Daria« 
biiität unö im Anfcblufj öaran öte tlbeorien über cfnrftebung unö (Entroitflung öer Cebewelt, 
fotoie öie mannlgfadjen Be3ieb.unge« öer Ceberoefen untereinanöer. 

£ebensanfd}auungen. Sittliche Cebensanfäauungen ber Gegenwart. 
Don profeffor Dr. Otto Kirn. (Hr. 177.) 

Übt nerftänönisrolle Kritil an öen Cebensaufdiauungen öes naturalis mu s, öer fia> roob.1 
um öle iefunöerbaltung öer natürlidjen a>runblagen öes fuilkb.en Cebens Derbtenfte erworben, 
aber feine Stele ni<fjt 31t begrunöen oermag, öes Utllttartsmns, öer öie BZenfdjbeif woM 
weiter hinaus aber nieijt Ijötyr blnauf 3U bltcfen Iebrt, öes (Eoolntionisntus, öer auch, 
felnerfelts öen alten Streit jtolfdien Egoismus unö Altruismus nidjt eutfdjeiben Faim, an öer 
äftl)etffd)en Cebensauf f af f ung, öeren tbefab.r in öer Überfettung öer fdjönen 5o:m 
liegt, öle nur als Kleiö eines beöeutfamen Jnb^alts Berechtigung bat, um Öanu für öas über» 
Iegene Re<f)t öes ftttlldjen 3öealismus etn3iitreien, inöem es öcjfen folgerichtige Durcb.. 
füljrung in ©er d|riftll<b.en IDcltanfcb.auung aufroeift 

Ccibcsübungen f. Gnmnafttt. 

Cicfyt. Das Ciäjt unb bie Sarben. Secfjs Dorlefungen. Don profeffor Dr. 

£. (Braefc. 2. Ruf läge, mit 116 Hbbüöungen. (Itr. 17.) 

5üb,rt f non öen ehtfadjftcn optijcb,en (Erf<b«nungen ausgeben*, jur tiefere« «Einfielt in ök 
ITatur öes Ctcbtes unö öer $arbcu, bebanöelt, ausgebenö oon öer fdjelnbar gcraöilnige.t 
Ausbreitung, öurüerwerfung unö Bre<b,ung öes Cidjtes, öas IPcfen öer färben, öie Beugungs. 
erftbeinunaen unö öie Dbotoaraphle. 



f. a. Beleudjtungs arten; Chemie. 



Citeraturaefc^tdjtc f. Budjgeujerbe; Drama; 3bfen; Sdjiüer; S§a!efpeare; 
Dottslieb. 

Cutfjcr. Cutber im £idjte ber neueren $orf<f)ung. €in !ritifä)er Beriet. 
Don profeffor Dr. r). Böhmer. (Hr. 113.) 

Derfudjt öurA forgfcUtige bWorifcbe Unterfudjung eine erfa>öpfcnöe Darftellung non Cutfjers 
Ceben unö CDtrfen 3U geben, öie perfönlld)teit bes Reformators aus iijrer Seit ijcraus 3U 
erfaffen, f^rt Stbroädjen unb Stärfen beleud>tcnö 3U einem ©abrbeitsgetrenen Btlbe 3U 
gelangen, unö gibt fo nicht nur ein pfqcb.ologtJcb.es Porträt, fonöem bietet 3ugleicb, ein 
irttereffantes Stücf Kulturgef<bid)te. 



f. a. {Befaßte. 



tTtabdjenf^uIc. Die böfjere ltläbd)enfd)ute in Deutfdjlanb. Don (Dber- 
le^reri« ITC. III ort in. (ITr. 65.) 

Bietet aus berufenfter 5eöer eine Darftellung öer 3i?lc, öer ffiftortfdjen (Entwidlung, t' 
^•MÜgsn Äe^talt uaö öer 3utunftsaufgaben öer ijötjevtü Bläöd]enfd)Ulen. 

J. a. Bilbungstc?[en; Sdjulmefcn. 
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aus tlatut unb <5eifte$toelt. 

3c5cs Bänödjen geheftet 1 ITT!., gcf^macfooll gebunöen 1 TTTf. 25 pfg. 

tnatticmatif. lUatljematif^e Spiele. Don Dr. XD. Bürens, mit 1 HiUb 
bitb un6 69 $iguren im fort. (Itr. 170.) 

Sudjt in bas Derftänonis all ber Spiele, tue „ungleich, coli oon Ilad)6enleu" oergnfigen, ©eil 
man bei Urnen rennet, orme Dorausfcfcung irgenb meldier moti)ematiid)er Kenntnijfe eiuju 
führen unb fo ihren Reft für nadjbcnflicrte errjeblid) 3U errjöfjen. So werden unter Betgabe 
oon etnfaa>en, bas mitarbeiten bes £efers belebctiben 5ragen IDettfpringen , Bog»pu33le, 
Solitär- ober «tnfieblerfpiel, IDanberungsfpielc, Dqabtfäje Spiele, ber Baguenauoier, Hirn, 
ber Röflelfprung unb bie magifdjen Quabrate befjanbelt. 

f. o. flritf)tnettf ; 3nfinitefimalred)nung. 

OTedjanif f. ^ebejeuge. 

ntcercsforfdiung. HTeeresforfdjung unb Ilteeresleben. Don Dr. 
<D. Janfon. 2. Huflage, mit 41 Siguren. (Hr. 30.) 

Sd)ilbert tur3 unb lebenbfg bie Sortfcrjrttte ber mobernen meeresimtcrfucfjurtg auf 
gcograpbt|d}em, pb,qfifalifdj»qemifd|em unb blologifdjem (Debiete, bte Dcrteilung oon XBaffer 
unb Canb auf ber (Erbe, bie liefen bes Meeres, bte pbnfllaUfdjen unb d)emi(dien Dert/ölrniffe 
bes meenoaffers, enblidj bie vUfcHgften (Organismen bes meeres, bie Pflan3en unb ttlere. 

OTenfd). Der menfä). Sedjs Dorlefungen aus bem (Bebieie ber Anthro- 
pologie. Don Dr. H. tjeilborn. ITIit 3abfcetd)en Hbbilbungen. (Hr. 62.) 

Stellt bie £el;ren ber „IDiiienfcb,aft aller tt)tffenfd)aften" ftreng fadjlid) unb bod» burdjaus 
oolfstümlid) bar: bas IDiijen oom Urfprung bes tKenfdjen, bie ir.ttDid*lungsge|djid}te bes 
3nbioibuums, bie tfinftlerifdje Betrachtung ber Proportionen bes menfd}lid)en Körpers unb bie 
ftreng uüffenfd|aftlld}en ITtefjmetfyoben (Sd}äbelmeffung ufU, bebanbelt ferner bie ntenfd»cn» 
raffen, bie rafftnanatomiferjen Perfdiiebenrjeiten, ben €erticfrmen(d)en. 

— — Bau unb (Eätig!eit bes menf<f)lid)en Körpers. Don Prioaibo3ent 
Dr. % Sadjs. 2. Auflage, mit 37 Hbbilbungen. (Hr. 32.) 

Gibt eine Reibe fAematifdjer Abbiibungen, erläutert bie Einrichtung unb bie dätigfeit ber 
ein3elnen (Drgane Oes Körpers unb 3 e i - j t babei oor allem, roie biefe einseinen 0rgane in 
iijrcr Hötigfeit aufeinander einroirlen, mtteinanber 3ufammenl)ängen unb fo ben menjdjltcrien 
Körper 3U einem einbeitltdien <5an3en, 3U einem roorjlgeorbneten Staate madjen. 

Die median« bes töeifteslebens. Don Prof eff or Dr. IR a { D e r dj 0 r n. 

mit 11 Staren im Gert. (Hr. 200.) 

XPttX unfere mobernen (Erfahrungen unb flniä>auungen über bas pbrjfiologlfdje (Defdjeben, bas 
fid) bei ben Dargängen bes (Beilteslebens in unterem tficljirn abfptelt, in grogen 3ügen oer* 
jtänöltcfi madjen, inbem es bie Dinge mit ben Begriffen unb ben Dergleichen bes täglichen 
Cebens fdjilbert. So im erften ftbfdmitt: „Ceib unb Seele" ber Stanbpunft einer 
momftifaVn fluffaffung ber XDelt, bie in einem ftreng roiffenfd)aftlid)en (Eonbitionismus 3um 
flusbrud fommt, erörtert, im 3toeiten : »Die Dorgänge in ben (Elementen bes neroenfnftems'' 
ein (Jinblid in bie fltetr?obif vxt (Erforfdjung ber phpftologifdien Dorgänge in benfelben, foroie 
ein Uberblid über ibre (Ergebniffe, im britten : „Die Berou&tieinsüorgängc" eine Rnalpfe bes 
(Empfinbens, Dorftellens, Denlens unb tDollcns unter 3urüdfül)rung blefer (Eätigtetten auf 
bie Dorgänge in ben (Elementen bes Reroenfnftems gegeben. Der oierte unb fünfte flbfdmitt 
befdjäfrigt fid} in analoger IDeife mit ben Dorgänqen bes „SAIafes unb Uraumes* unb ben 
fdjeinbar fo ger/eimnisoollen tlatfadjen ber .r)o.pnofe unb Suggeftion". 

Die Seele bes menfäjen. Don Prof. Dr.3.Ref|m!e. 2. Huf!. (Hr. 36.) 

Bebanbelt, oon ber ttatfadie ausge^enb, bag ber menfd) eine Seele t)abe, bie ebenfo gemig 
fei tote bie anöere, bog ber Körper eine (Beftalt habe, bas Seelenroefen unb bas Seelenleben 
unb erörtert, unter äba>cf)T ber materiatifhfd)en unb bolbmaterialiftifdjen anfd}auuugen, oon 
bem Stanbpunft aus, bafj bie Seele l!nlörperlid)es immaterielles fei, nid)t erma eine Be< 
ftimmtbeit bes menfd}lid)en <E(n3elroefens, auch nid)t eine IDirtung ober eine „5unftion" bes 
Gehirns, bie oerfdjicbenen lätigfettsäugerungen bes als Seele «rfannten. 

Die fünf Sinne bes IUenfdjen. Don profeffor Dr. 3of. (Eiern. 

Kreibig. mit 30 Hbbilbungen im (Lejt. 2., oerb. Huf läge. (Ilr. 27.) 
Beantwortet bie Sragen Aber bie Bebeutung, flnsat)!, Benennung unb Ceiftungen ber Sinne 
in gemeinfaglid)er IPeife, inbem bas Organ unb feine 5unftionsn>eife, bann bie als Re<3 
mirfenben äugeren Ilr fa dien unb juletit ber 3nhatt ( bie Stätfe, bas räumt i.+je unb 3eitlid>e 
mertmal ber (Empfinbungen befprodjen »erben. 
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ttlcnfcf) unb (Erbt. Ittenfd) unb (Erbe. Sfi33cn oon ben tDedtfel- 
bejiefyungen 3roifcf)en beiben. Don Prof. Dr. A. Kit djf) off. 2.Aufl. (tlr.31.) 

oeigt, rote öle Cänbernatur mif ben ttlenfdien unö feine Kultur einwirft, burd» Säuberungen 
allgemeiner unb befonöcrer Art, über Steppen» unö UJuftenoölfer, über bie (tnifterjung oon 
IlQtionen, roie Deutfdjlanb unb (Efjina u. a. m. 

unb TZter. Der Kampf 3rotfd}en lTIenfdj unb Gier. Don profeffor 

Dr. Karl (Eclftcin. 2. aufläge, mit 51 Abbilbungen im Gert. (Itr. 18.) 

Der Ijolje röirtfdiaftlid>e Bebeutung beanfprudjenbe Kampf jtDifcbcn Ktenld) unb Iter erfährt 
eine eingebende, ebenfo intereffante xolt leljrreidje Darfteilung; befonbers »erben bie Kampf» 
mittel beiher Gegner aefdjtlbert : fjier Sdnifjroaffen, Jallen, töifte, oöer aud) befonbere IDirt- 
f(t|aftsmetboben, bort fpiöfgc Kralle, fdiarfcr 3ab,n, furdjtbares (Bift, £ift unb (Beroanbtb,eit, 
Oer Sdiutjfävbung unb Hnpaffungsfäf)igfcit nidn }u oergeffen. 

f. q. Anatomie; Auge; 5raueT!franfb,eiten ; <&efunM)eitslebje; Kultur; 

Säugling; Stimme. 

Ittenfdjenlebeit. Aufgaben unb 3iele bes ntenfd^cnlcbens. Don Dr. 
3. Uno Ib. 2. Auflage. (Hr. 12.) 

Beantwortet bie 5rage: <£ibt es feine binbenben Regeln bes menfdilt<$en r>anbeins? in 3U» 
oerfiaitiid] beiarjcnöer, 3ugleidj n)ot)l begrünbiter fDeife unö entwirft bie <BrunÖ3Üge einer 
toiffenfd}amtä) baltbaren unb für eine nationale (Enterung braud)baren Cebeusaufdjauung 
unb Cebensorbnung. 

nxctalle. Die IHeialle. Don profeffor Dr. K. Srfjeib. 2. Auflage. mit 
16 Abbilbungen. (Hr. 29.) 

Bebaubelt bie für Kulturleben unb Jnbuftrie ©idjtigen nieian*, fdjilbcrt bie mutmaglicbe 
Bilbung ber <try, bie (fccioinnung ber Metalle aus ben <Er>,cn, bas Büttenroefen mit feinen 
cerfdjfebeuen Spftemen, bie Sunborte ber IRetaUe, Ifjre (Eigenfdjaften unb Denoenbuna, unter fln» 
gäbe t)iftori|d)er # fulturgefdiiditltdjer unb ftatiftifdjer Daten, fotoie bie Derarbeitung ber ITletalle. 

metcorologie f. IDetter. 

lltietrc<f}t. Die ITIiete nad] bem bürgerlichen (Befctjbuct). (Ein fjanbbüdjlein 
für 3uriften, Blieter unb Dermieter. Don Redjtsanroalt Dr. HL St raufe. 
(Hr. 194.) 

0»ibt in ber flbffdjt, KUeter unb Dermieter über ifjr gegenteilige? Bcrr/iiltnis auftutlSren unb 
fo 3ur Dermcibung oieler oft nur aus ber Unfenntnis Oer gei'eftlidjcn Boftimmungen ent« 
fprtugenber Htletpro3e[fe btf3urragen, eine gemeinoerftänblidje Darfteliung bes Hlietredjts, 
bie burd) HüfnafjTne ber etnfdjlägigen umfangreidjen Citeratur, fotoie ber (Hntfdictbungen 
rjödjftcn <5erid}t$ijcfe r aiidj bem praftifcb.cn ijuriften als rjanobueb. 3U bienen oermag. 

tltif roflop. Das Hlifroff op, feine ©ptif , (Befd)id)te unb Anrocnbung, gemein- 

üerftänbliä} bargeftellt. Don Dr.tD.Sdjef f er. mit 66 Abbilbungen. (Itr. 35.) 

Faid) (Erläuterung ber optifdjen Konjtruftton unb fDirfung bes mitroffops, unb Darfteliung 
ber bMtorijdjen (Entroidlung toirb eine Beitreibung ber mobemften inifroffoptr/pcn, Qilfs- 
apparate unb 3nftrumente gegeben, ettbttq gezeigt, wie bie mifrojfoplfdje Unterjudjung bie 

<EirtJid>t in Itaturoorgänge ocitteft. 

f. a. (Dptif; vEierroclt. 

TTToIefüTe. moIeTüle — Atome — HMtütfjer. Don profeffor Dr. (5. ITIie. 
2. Auflage, mit 27 Siggen im tCejt. (nr. 58.) 

Stellt bie pbqfifalifd>c fltomiebre als bie tur3e, logifdie 3ufammenfaffung einer grofjen 
KTenge pbt}fifalifd>er lalfadien unter einem Begriffe bar, bie ausfü^rlidi unb nad} üloglid}- 
feit als etnjelne txptximtntt gefdjilbcrt roerben. 

tnon5. Der ITIonb. Don profeffor Dr. 3. 5ran3. mit 31 Abbilbungen 
im (Eert unb auf 2 Doppeltafeln. (Ur. 90.) 

(Bibt bie CErgcbniffc ber neueren nionbforfd>ung roieber, erörtert bie tUonbbeu>egung unb ITIonb» 
baljn, befpridjt ben €influ& bes IHonbes auf bie drbe unb bebanbelt bie Sragen ber (Dber. 
fiäd)enbcbingungen bes Btonöes unb bie d)arafterijtifd}en IHonbgebilbe anfd)aulid> 3ufammen> 
gefaßt in „Beobachtungen eines IJToj.tbeoJob.ners", enblic^ bie BetDotjubarteft bes lüonbes. 
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tttonö f. a. tüeltall. 

mo^art f. mufü. 

tttunje. Die Ittün3e als fjifiorifd)cs Denfmal fotoie i!}rc Beöeutung int 
Redjts« unb tDirtfdjaftsleben. Don Dr. fl. Cufdjin o. (Ebengreutfj. I1tit 
53 flbbübuugen im lEert. (ttr. 91.) 

3eigt, wie minien als gefd)t<f}tlidie Überbldbfel öer Dergangenbeit 3«t Aufhellung öer u>trt* 
(dmftliqen 3uftanöe unö Oer Herfjtseinrtdjtungen früiyerer Seiten öieiten. öie oerfdiicöeuen 
Arten oon BTün^en, ihre äußeren unö inneren IHertmale fotoie ifjre r)erjtellung meröen in 
i)i{torifd)er «ntaudlung öargclegt unö im Hnfd)lu& öaran Illürrjfammlern bc!;cr3igensujerte 
UMnre gegeben. 

muftf. ©eftyäjte ber Ittufif. Don Dr. $ri?oritf{ Spiro. (ITr. 143.) 

(Bibt in großen 3ügen eine fiberH<f)tIkb.e äujjeiit lebeuöig gehaltene Darftelhmg oon öer 
(Entmicttung öer liiufif vom Altertum bis sur (begeumart mit befouberer Berütfitdjiiuung öer 
fübrenöen pcrfönliäjrciten unö öer großen Strömungen unö unter ftrenger flusfiiciöung alles 
öeffen, n>as für öie «nraidTung öer tllufif olme Beöeutung mar. 

(Einführung in bas tücfcn ber tltufif. Don prof.<E.R.f) c n ni g. (Itr.119.) 

Die b,icr gegebene flftbctrf öer ttonfunft unterfudjt öas tDefen öes (Tones als eines Kunft» 
materials; fie prüft öte tlatur öer Darftellungsmtttel unö unierfud}t öie ©bjefte öer Dar» 
ftellung, iwöem fie flarlegt, roeldje Jöeeu hn mufifalif<&,en Kunftwerfe gemafo öer Ilatur öes tton» 
materiales unö öer Darftellungsutktel in iöealer «efialtung 3ur Darftellung gebradjt 
tucröen rönnen. 

Die (Srunblagen ber ITonfunft. Derf u<f) einer genetifdjen Darftellung 

ber allgemeinen mufifleljre. Don profeffor Dr. r}etnr. RietfaV (Hr. 178.) 

3n leiä}tfa&ild)er, feine 5ad)tatntniffe oorausfeftenöer Darftellung rollt tfUx DerfafTer ein 
(EntxDtcllungsbilö öer mufttalifttjen <Er[d}einungeu auf. €r erörtert 3unäd)ft öen Stoff öer 
cEonfunft, öann feine 5ormu«g (Rljqtbmif, fjarmonif, IDeiterbilöung öes rbptb.mifd{«barmonifdieu 
Sonftoffes), ferner öie Jd)rimi<f|e aafoeidjnung öer ttongebtlöe unö beb.anbcit fcbUe&lid) öie 
mufif als ttonfprattje, öamit fo jugleidj and) öie ©runölagen einer tltuftfäfÜKttt gebenö. 

fjaqbn, ITtoäart, Beetljooen. Don profeffor Dr. C. Krebs. Itlit 

oter Btlbniffen auf (Tafeln. (Itr. 92.) 

(Erne Darftellung öes (EntwtÄungsganoes unö öer Beöeutung eines {eben öer örei großen 
Koraponijt« für öie mufirgefdjt^te. Sie gibt mit wenigen, aber fäarfen Striaen ein Btlö 
öer menfd}«d>en Periüulia)fett unö öes fünftlerifdjen lüefens öer örei fjeroen mit ßeroorljebung 
berten, mos ein ieoer ans feiner 3eit gefäyöpft unö was er aus eignem $tit3ttgebra$t b,at 

mutier fprac^e. (Enrfte^ung unb Gnturidiung unferer ltTurterfprad^e. 
Don Profeffor Dr. tDilb. clm Ub, l. mit sielen Hb b Übungen im Gert unb 
auf fcafeln, foroie mit 1 Karte. (Itr. 84.) 

(Eine 3ufammenfaffang öer Crgebttfffe öer fprad>öd>-wiffenldjaftli(i> lautplrofiologifd>en mit 
öen>^tloloq^.g«rmant|^cn Sarjgung, öie Uiiprung unö (Drgan, B p U |t u i l ^ l ^ Uö ^^ ,i>crer ' 

ttli)tI)olodic f. (Germanen. 

na^tttnftsmittelf.aüob.olismus; Cfj ernte; CErn5b,rung; Jjausljatt; Kaffee. 

Hapoleon I. Don Prioatbo3ent Dr. I^eobor Bitterauf. Utit einem 
Bilbnis Ilapoleons. (Itr. 195.) 

UHU auf Orunö öer neueften Grgebniffe öer b,iftorifd)en 5orfdjuna Itapoleon in feiner gc» 
fd)id}tUd>en Beöingtbeit oeritanölid} madjen, ol)ne öestjalb feine perfönlicbe Deranttoortlidifeit 
3U leugnen unö 3eigen, nie im gai^en feine r>errf<b.aft als eine nad) in öer (feurigen Repubht 
roirffame H>ob.l»at angefeljen weröen mu|. 

ttatfonaldlottotnie f. flrbeiterfd)ufc; Beo5Iferungsleb,re ; Deutfä^Ianb; 
Soziale Belegungen; ^rauenbeoeaung; Sdjiff afpt; Derfi^erung; VOtlt* 
Ijanbcl; tDirtfdjaftsItbtn. 
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naturalismus f. Cebensanfafauungen. 

ttctrurletjre. Die (Brunbbegriffe 6er mobernen Itaturle^re. Don Profeffor 
Dr. $tl\i auerbad). 2. aufläge. IHtt 79 Spuren im (Tert. (Ilr. 40.) 

(Eine 3ufammcnt)ängen&e, für ieben ©ebllbcten DerftättMidje (Entmidlung 6er in öer moöernen 
nafurlefjre eine allgemeine unö eralte RoUe fpielettöen Begriffe Raum nttö Betoeguna, Kraft 
unb Diane unö öle allgemeinen (Eigcnjdjaften 6er materte, Arbeit, «Energie unö ättropte. 

ttaturcDiffenf Mafien f.abftammungslebre; amcifenjaftronomiejBefrufy 
tungsoorgang; (Z^emie; €rbe; f>ausl)alt; £tdjt; Rteeresforfdjung; Rtenfdj; 
ITToIcfüte; Raturlebje; Obstbau; pflogen; pianfton; Religion; Straelen; 
Verleben; tDalb; tDeltall; tüetier. 

ttcn>enft)ftem« Dom Reroenfqftem, feinem Bau unb feiner Bebeutung 
für Ceib unb Seele im gefunden unb fronten 3uftanbe. Don profeffor 
Dr. R. 3anber. Iltit 27 Siguren im Sert. (Rr. 48.) 

(Erörtert 6ie Bedeutung öer neruöjen Dorgdnge für 6en Körper, öie (fceiftestätigfeit unö öos 
Seelenleben unö fud)t flar^uleqen, unter meldten Beöinqungen Störungen 6er neroöfen Bor» 
gänge auftreten, rote fie ju befclttgen unö 3U ©ermeiöen fmö. 

norbermertfa f. flmerifa; tCed)nifd)e tjodjf deuten. 
ttorMföc Didier f. 3bfen. 

Qbftftatt. Der (Dbftbau. Don Dr. €rnft Doges. TUit 13 Rbb. (Hr. 107.) 

tDfn über öte tDlflenfch.af titdien unö tedwi|d}en (brunölagen öes ©bftbaues, fomfe feine 
rtaturqefd}icf]te unö grofee DolfstDirtfd}aftItd)e Bedeutung ünterrid)ten. Die (Befcf}td}te öes 
(Dbftbaups. öas Cebcn öes Obftbaimtes, ©bftbaumpflcge unö ©bftbaunifdjufc, öie rDli|cu|d)aft. 
Haje ©bftfunbe, öte flftfjetif öes ©bftbaues gelangen 3ur Befjanölung. 

(Dpttt. Die optif^en 3nftrumente. Don Dr. Rt. oon Roljr. Ritt 84 ab* 
btlbungen im fort (Rr. 88.) 

©ibt eine elementare DarfteBung 6er optf fdjen 3nftrumente nadj öen moöernen flnfdjauungen, 
roobei roeöer öas Ultramirroftop nod) öie neuen ftpparate jur Rlitropbotograpljle mit 
ultraviolettem Cicrjt (llTonodjromate), meöer öie Prismen« nod) bie 3lelfernrofjre, meöer 
öie projertionsapparate nodj öle ftereoffopi|djcn <Entfernungsme|fer unö öer Stereo« 
lomparator fehlen. 

f. a. RTifroffop; Stereoffop. 

©ftafien f. Kunft. 

Päbagogtt. allgemeine psöagogif. Oon Profeffor Dr. (Tb.. 3ieg!er. 
2. Auflage. (Rr. 33.) 

Befjanöelt öle großen 5ragen öer Dolfserj feijung in praftifdjer, oJtgemeim>erft&nölid)er IPeife 
unö fn Httlldj»io3iaIcm (beifte. Die 3a»ede unö TTTotioe öer (Erdung, öas <Er3ieb.ungsgefcbäft 
fettft, öeffen ©rganifation »eröen erörtert, öie uerfdjieöenen Sdjulgattungen öargeftcllt. 

f. a. Bilbungsroefen; <Er3ief)ung; 5*öbel; Ijerbart; t)ilfsfd}ulroefen; 

3ugenbfürforge; Knaben^anbarbctt; RTäbtrjenfdjule; Rouffeau; Sdjulroefen. 

Palästina, Paläfttna unb feine <Befä)id)te. Seajs Dorträge oon profeffor 
Dr. ß. Sretfjerr oon Soben. 2. aufläge. Rat 2 Karten unb 1 plan 
oon jentfalem unb 6 anfiajten bes fjeiligen Canbes. (Rr. 6.) 

(Ein Bilö, nldjt nur öes Canöes felbft, fonöem aud) alles öeffen, mos aus ib.ni fjeroor» ober 
über es hingegangen ift im Caufe öer 3al)rl)unöerte — ein medjfeluoltes, farbenreiches Bilö. 
in öeffen Derlauf öie Patriarchen Jfraels unö öie Kreu3fab,rer f Daoiö unö Ctjrijtus, öie 
alten ftffnrer unö öie Sdjaren mob,ammeös cinanöcr ablöfen. 

patentrerfit f. (Bewerbe. 
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Pflansen. EDerben unb Dergcfyen ber Pfta^en. Don profeffor Dr. paul 
Gifeotus. lütt 24 £tbbitbungen. (Hr. 173.) 

Bebanbeit tn Ieidjtfaßlidjcr tDeife alles, voas uns allgemein an 6er Pftcinjc Intereffiert, tfjre 
äußere (EntrotcTIung, ihren inneren Bau, ine tDtcbtigften Ccbensoorgänge, mie llaljrungsauf» 
nähme unb Atmung, Blühen, Keifen uno Denoerfen, gibt eine Überfielt über bas Pflan3eu» 
reich in Ur3eit unb Gegenwart unb unterrichtet über Pflan3em>ermehrung unb pflogen« 
jüdjtung. Das Büchlein ftellt fomtt eine Heine „Botanlf bes pra!tifeb,eus Ccbcn" bar. 

' Dermef)rung unb Sexualität bei ben Pflan3en. Don pricat« 

bo3ent Dr. €rnft Küfter. mit 38 flbbilbungen im TEejrt. (Hr. 112.) 
Gibt eine fu^e Überfiel über bte toid>rtg|ten 5ormen ber oegetatioen Dennehuing unb 
beschäftigt jid} .eingehenb mit ber Serualttat ber Pflanzen, beren überraid>enb otelfadje unb 
mannigfaltige Äußerungen, ihre große Derbreitung im Pflanjenreid» unb ihre In allen 
din^clfieiteii erlernbare Überefnftimmung mit ber Sexualität öer liere 31U Darf! cllung gelangen. 

Die PfIan3entDett bes lHifroffops. Don Bürgerfd)ullef)rer 

<E. Reufauf. Ritt 100 flbbiibungen unb 165 (Ein3elbarftellungett nad) 
Scidjnungen bes Derf affers. (ttr. 181.) 

IDill aueb bem llufunbigen einen Begriff geben »on bem ftaunenstoerten 5ormcnreicb,rum bes 
mifrofloptfd)en Pflan3enlebens, rot II ben Blicf befonbers auf bie bem unberoaffneten ftuge 
uoiltg oerborgenen <Erfd)e(nungsformen bes Schönen lenlen, aber aueb, beu Urfad)en ber auf« 
f allenben Cebenserfdjetnungen nad).iuf ra gen lehren, toie enöli * bem praftifer burd> ausführlichere 
Bef predumg, namentlich, ber für bie (Barten« unb £anbu>irtfd)aft toiebtigen mffroffopi|djen Sdjäö^ 
Itnge btenen. Um auch 3U felbftänbigem Beobachten unb 5orfd)en an3uregen, toerben bie 
mifrofloptfdjen llnterfucb.ungen unb bie Befdjaffung geeigneten ttlaterials befonbers befjanbelt. 

■ 

Unfere tDidrfttgftcrt Kulturpflan3en. (Die (betreib egrafer.) Sedjs 

Dorträge aus ber Pflan3en!unbe. Don profeffor Dr. K. (Btefenljagen. 
ITtit 38 Siguren im tXert. 2. Auflage, (ltr. 10.) 

Bebanbelt bie (Betretbepflanjcn unb ibjen Anbau nach botaniferjett mie fulturgcfcbichtlfchen (bt • 
fichtspunften, bamit 3ugleicb. tn anfchaulldjfter 5orm allgemeine botamfdje Kenntniffe uermittclnb. 

— f. a. Botanif; (Dbftbau; pianfton; üierleben. 

Prjllof opt)ic, Die, ber (begenmart in Deutfdjlanb. €inc Cb.arat'teriftif ifyrer 
^auptridjtungen. Don profeffor Dr. 0. Külpe. 3. Auflage. (Itr. 41.) 

Sd)ilbert bie Bier r]auptricb,tungen ber beutfdjen Phüofophte ber Gegenwart, ben Pofttiois- 
mus, Materialismus, naturalismus unb 3bealismus, ntd>t nur im allgemeinen, fonbern auch, 
burch eingebenbere TDürbigung eiserner rnpifchcr Dertrcter roie Illach unb Dürjring, fjaedei, 
Menjdje, Rechner, Cotje, n. fjartmann unb EDunbt. 

(Einführung in bte pijilofoplpe. Secfjs Dortröge oon profeffor 

Dr. Raoul Ridjter. (Rr. 155.) 

Bietet eine gemeinDcrjtctubliche Darftellung ber pb.ilofopb.ifcb.en Hauptprobleme unb ber 
Ktdtfung ifjrer Cöjunq, insbefonbere bes (Erfenntnlsproblems unb nimmt babei 3U ben Stanb« 
punften bes lltaterialismus, Spiritualismus, tlheismus unb Pantheismus Stellung, um 3um 
Sdjluffe bte reltgions» unb moralphllofophtfchen 5ragen 3U bcleudjten. 

Die p^iIofopt|ie. (Einführung in bie tDiffenfd|aft, ifjr IDefcn unb 

tb,re Probleme. Don Oberlehrer tjans Ridjert. (Hr. 186.) 

IDill t>or allem als (Einführung in bie mijfenfdjaftlidje Bcf<f)aftiaung mit bem Stubium ber 
Pbilofopbie bleuen, beren Stellung im mobemen (Deiftesleben beftimmenb in ber Bebanblung 
ber pi)ilofopf)lfd}en (Brunbprobleme, bes ber Crtenntnis, bes metapl)i?fi|d>en, bes etijifcrten unb 
aftbettfd>en Problems, bie Cöfungsoerfucbe gruppieren unb d^aratterifieren, in bie Literatur 
ber betreff enben Sragcn einführen, 3U toelterer Oertiefung anregen unb bie richtigen tPegc 
3u ihr 3Cigeu. 

-— 5wh renöe Denfer. (&efcf)id)tlid)e (Einleitung in bie DBUofop^te. 

Don Profeffor Dr. 3onas (To^n. mit 6 Bilbniffen. (Ilr. 176.) 

tPill burd) ©efdjidjte in bie Philofophie einleiten, inbem es »on fcd}s großen Denrem bas 
für bte Phtlofophi« bauernb Bebeutenöt h«fow$3uarb«lten fudjt aus ber Ubcrjeugung, baß 
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bit pt)üo|opMe im taufe irjrcr (Entoidlung mefjr als eine Summe geiHteidjer (Einfälle 
Fjcroorqcbradjt fjat, unö öaft anöererfeüs aus 6er Kenntnis öer perfönli dj feiten am beften 
öas Derftänönts für tfjre (Beöanfen 3U gemimten ift. So meröen öle fdjeinbar entlegenen 
unö lebensfremben (Beöanfen ans öer Seele füf)reuöer, 6ie öref frudjtbarftcn 3ettalter in öer 
0jef*i<f]tc oes pb.iiofopb.ifcb.en Denfens oertretenöer ©eiftesbelöen heraus in ifjrer inneren, 
Iebenöigen Beöeutuna nalje 3U bringen gefudjt, Sotrates unö piaton, Descartes unö Spmo3a, 
Kant unö $i%te in öiefem Sinne behandelt 

pf}Uofopf}ie f. a. Bubbf)a; fjerbart; Kant; Cebensanfäjauungen; menf<f|cn- 
leben; Rouffeau; Sä}openrjaucr; tDeltanfcfyauung; IDeltprobtem. 

pt)t}fif f. £iä}t; tffifroffop ; ITloIelüIe; Itaturleljre; (Dptif ; Straelen; tDärme. 
ptwfiologic f. ITCenfd}. 

piarttton. Das Süfjn)affer»pianfton. (Einführung in bie freifd)mcbenbe 
(Drgamsmenroctt unferer (Eeidje, $lu\fe unö Seebeden. Don Dr. Otto 
3a Darias, mit 49 flbbilbungen. (Hr. 156.) 

Gibt eine Anleitung *ur Kenntnis öer intereffantefien Dlanltonorganismen, fener müro* 
ffopifd» (leinen unö für öie CEriJtcn^ öer Ijöbcren Ceberoefen unö für öie rtaturqefchtcfitc öer 
(Beroäffer fo tDtdjtigcit (Eiere unö pflogen. Die röiä)tigften formen meröen oorgefüfjrt unö 
öie mcrfroüröigen Cebenst>erl)ältmffe unö .bcöingungen olefer unjidjtbaren IDeit einfad) unö 
öodj oielfeitig erörtert. 

polarforfdjung. Die polarforfdjung. <5efd)id)te öer (Entbedfungsreifcn 
3um Horb» unb Sübpol oon ben älteften Seiten bis 3ur (Begenmart. Don 
Profeffor Dr. Kurt fjaffert. 2., umgearbeitete unb erroeiterte Auflage, 
mit 6 Karten auf 2 (Tafeln. (Hr. 38.) 

Das in öer neuen aufläge bis auf öie (Begenmart fortgeführte unö im ein3elnen nidji 
unerb,eblid) «tmgeftaltete Bud) fagt in geörängtem Überbud öie r)auptcrgebniffe öer Horb« 
unö Süöpolarforfdjung 3ufammen. Ilad} gcmeinDerftänöiid)er (Erörterung öer 3tele artrifdjer 
unö antarltiid>er $orfä}unq meröen öie polarreifen felbft r>on öen Sltejten 3eiten bis 3ur 
(begenroart gefdiitöert unter befonöcrer Berüijtdjttgung öer topograpb,ifdien «rgebnijfe. 

P oliti! f. (Englanb ; Gefönte. 

Pompeji, eine r/enenifttferje Stabt in 3talien. Don fjofrat Drofeffor Dr. 

Sr. o. Duljn. mit 62 flbbilbungen im (Eert unb auf 1 lafel. (Hr. 114.) 

Sudjt, öurdj 3ab,Irei<I|e abbilöungen unterftfifet, an öem befonöers greifbaren Beifplel pompeiis 
öie Übertragung öer grted}l|cb.en Kultur unö Kunft nad> Italien, ib.r IDeröen 3ur tDcItfulrur 
unö IPeltfunft oerflänölid) 3U machen, mobei öie F)auptpfyafen öer (Entmicflung Pompejis, 
immer im Fiinbiicf auf öie geftaitenöe Beöcutung, öie geraöe öer Fanatismus für öie Aus« 
bilöung öef Staöt, tljrcr Ccbcns» unö Kunftformcn gehabt Ijat, 3ur DarfteUung gelangen. 

Poft. Das Doftrocfen, feine (Entroidetung unb Bebeutuug. Don poftrat 
3. Bruns. (Itr. 165.) 

Sd)ilbert immer unter befonöerer Berüdfidjtigung öer gefd)id)tlid)en (Entmidüung öie poft 
als Staatso erleb, rsanftalt, ihre (Drganffation unö thron rOirfungsfrcls, öas (Earif* unö <Bc- 
büb.rcnmefcn, öie Bcföröcrungsmittef, öen Bctriebsöienft, öen tDeltpojroerein, foroie öie öeutfdic 
poft im 3n» unö ftusianö. 

Pft)d)olo&ie f. menftfj; ITerocnfnftem ; Seele. 

Red)t. moberne Rcd)tsprobleme. Don Prof. 3ofcf Kolter. (XTr. 128.) 

Beb.anöelt nach, einem cinleitenöcn Abfdmitte über Red>tsph,liofopi)ie öie miditigften unö 
intereffanteften Probleme öer moöemen Redjtspflege, insbcfonöerc öie öes Strafredjts, öes 
Strafpro3ef|es, öes <5enoffenfd)aftsrecl]ts, öes 3ioilpro3cffes unö öes Dölferredites. 

f. a. (Erje; (Bemerbe; miete. 
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Religion. Die <5runb3fige ber israeltiifäen Religionsgefdjtdjie. Don 
Profcffor Dr. 5r. <5iefebre<fyt. (Hr. 52.) 

Sdjilbert, mie Jsraels Religion entftelft, mie fie bie nationale Sdmle fprengt, um in ben 
Propheten bie flnfäfce einer menfdibdtsreligion aus3Ubilbeu, mie aud} btefe neue Religion 
fidj oerpuppt in bie 5ormen eines priefterftaats. 

Religion unb ItaturtDtffenfd)aft in Kampf unb 5*teo*n. £tn 

gefdjt^tlidjer Rüdblid oon Dr. H. Pfannfudje. (Hr. 141.) 

Will öurd) gefd)(d)tlid)e Darftellung oer Bedienungen beiber Gebiete eine oorurteilsfreie Be» 
urteilung bes beig umftrittenen Problems ermöglichen, flusgeljenb oon ber urjprünglidjen 
(Hnrjett oon Religion unb naturerlcnnen in ben naturreltgtonen fdjilbert ber Derfaffer bas 
(Entftetjen ber natunoifienjdjaft in <Brted}cnlanb unb ber Religion in 3sracl, um bann tu 

J eigen, roie aus ber üerfd>u>ifterung beiber fene ergretfenben Konflifte enoadjfen, bie ftd) 
iefonbers an bie Hamen oon Kopernifus unb Darmin !nüpfcn. 

Die religiöfen Strömungen ber ©egenmart. Don Superintenbent 

D. £L f). Braafd). (Ur. 66.) 

UHU bie aegemoärtige reltgiöfe tage nad> tyren bebeutfamen Seiten b.in barlegen unb ib.r 
gefcfycfytltcries Derftänonis ©ermitteln ; bie martanten PerfÖnlidjfeiten unb Richtungen, bie burdj 
n>if?enfdmftlid}e unb mirtfd)aftlfd>e (Enttoidlung geseilten Probleme, mie bie (Ergebniffe ber 
Sorfdmng, ber Ultramontanismus mie bie djriftlidie Ciebestfitigleii gelangen yu Beljanölung. 

f. o. Bibel; Budjgemerbe; Bubblja; Cljriftentum ; Germanen; 

Jefuiten; 3*fus; Cutter. 

Rembranot. Don Profeffor Dr. Paul Scfjubring. Ritt einem Eitel- 
bilb unb 49 Gejiabbilbungen. (Hr. 158.) 

(Eine burdj 3aMrcid}e flbbtlbungen unterftüfcte lebensootle Sdjilberung bes mcnf*Iidjcn unb 
fünftlcrifd)cn (Entmicfclungsganges Rembranöts, 3ur Darftellung gelangen feine perfön« 
Iid)cn Sdndfaie bis 1642, bie Srülneit, bie Seit bis 3U Safftas (Tobe, bie nadjttoatfje, 
Rembranöts Dcrbfiltnts $ur Bibel, bte Rabierungen, Urtunblid)cs über bie 3cit narti 1642, 
bie periobe bes farbigen Ejellbunfels, bie ©cmalbe nadj ber rtadittoadje unb bie Spätjcit. 
Beigefügt finb bie beiben älteften Biographien Rembraubts. 

Rom. Die ftänbtfdjen unb ^ialen Kämpfe in ber römifdjen Republtf. 
Don Prtoatbo3ent Dr. Ceo Blodj. (Itr. 22.) 

Beijanbeli bie So3iaIgefd)id)te Roms, fomeit fie mit Rüdfidjt auf bie bie (Begenmart bemegenbeu 
Sragen oon allgemeinem Jnierefle ift. 3nsbefonbere gelangen bie burdj bie (5roftmad)tftenung 
Roms bebingte (Entfteljung neuer fo3taler Unterfdjteöe, bie fjerrfdwft bes flmtsabels unb bes 
Kapitals, auf ber anderen Seite eines grofjftäbttfdicn Proletariats 311t Darfteilung, bie ein 
flusblitf auf bie tufung ber partetlämpfe burd) bie !ttonard)ie befd)tiegt. 

Rouffeatt.DonProf.Dr.pauIfjenfel. ITTitlBilbniffeRouffeaus. (Rr.180.) 

Diefe Darftellung Rouffeaus min bieienigen Seiten ber Cebensarbeit bes grofjen (Benfers her- 
oorb.ebcn, roeldje für bie (Entmirflung bes beutfAen Jbealtsmus bebeutungsooll getoefen finb, 
feine Bebeutung barin ertennen laffen, bog er für ©oetlje, Scfjiller, Berber, Kant, 5id)te bie 
unumgänglidje üorausfetjung btlbet 3n biefem Sinne merben nad) einer fur3ert Ctyaratter* 
f?i33e Rouffeaus bie <5efdjid}tspb.ilofopl)ie, bie Rcd|tspf)ilofopb,ie, bie (Enieb.ungslcb.re, ber oon 
Rouffeau neugefdjaffene Roman unb bte Religionspb.iiofopb.ie bargef teilt 

Säugling. Der Säugling, feine (Ernährung unb feine Pflege. Don Dr. 
tDaltfjer Kaupe. mit 17 fcertabbtlbungen. (Hr. 154.) 

tDill ber jungen ntutter ober Pflegerin in allen 5ragen, mit benen fie fid) im 3ntcreffe bes 
tleinen (ErbcnbQrgers befdjäftigen muffen, ben nötigen Rat erteilen, flu&er ber allgemeinen 
geiftigen unb förperlidjen Pflege bes Ktnbd|ens mtrb befonbers bie natürlidje unb fünftlidje 
(Emaijrung beb.anbelt unb für alle biefe 5äile 3ugleid) praltif<i)e Anleitung gegeben. 

Sdifffafjrt. Deutfdje Sdjiffaljrt unb Stfjtffaljrtspolitif ber (Bcgenmart. 
Don profejfor Dr. K. Griefe. (Kr. 169.) 

Derfaffcr roill rociteren Krcifen eine genaue Kenntnis unferer Sd}iffaf}rt erfd}lic6en, inbem 
er in leid)t fagliAer unb öodi crfdjöpfenber Darftellung einen allgemeinen Übcrblld über 
bas gefamte beutjdje Sdjiffsroejeu gibt mit befonberer Berüd1id)tigung feiner gejdiidjtltdfen 
tEntroidlung unb feiner großen oolfsajirtfdjaftlidieu Bebeutung. 
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StfjtUer. Bon piofeffor Dr. (EI). Stegler. mit bem Bilbnis Schillers 
oon Kügelgen in Ijeliograotire. (Ur. 74.) 

6ebad>t als eine (Einführung in öas Ucrftiinbuis oon Sdjtllers töerbegang unb IDerfen, 
beljanbelt öas Büd)lein cor allem bte Dramen Schillers unb fein Cebcn, Daneben aber aud) 
etn3elne feiner hjrifdjen <&eötd>te unb btc b,iftorifdjen unb Me ptjUofopfjifdien Stubien als ein 
cptd|tiges (blieb in ber Kette feiner Gnttuidlung. 

Scrjönrjett f. <&r,mnafttf. 

Schopenhauer. Seine Perfönlichfeit, feine £el)re, feine Bedeutung. Sed)s 

Borträge o. Oberlehrer f}. Richert. Hlit b. Bilbnis Schopenhauers. (Hr. 81.) 

Unterrfd|tet über Sdjopenljauer tu feinem IDerben, feinen tDerren unb beren fortoirfen, in 
fetner btftorifd>en Bebingtbeit unb feiner bleibenden Bebeutung, inoem es eine grfinbii<r,e 
^nfü^rnna_ in ble^Sdjrtften ^Sdjopeitfjauers unb ^ugleitb. einen jufatnmenfaf jenben Uberblid 

Sd?rlftroefctt. Schrift* unb Bud}rocfen in alter unb neuer 3ett. Don 
Profeffor Dr. ©. IDeife. 2. Auflage, mit 57 Hbbilbungeu. (ttr. 4.) 

Derfolgt burd) mefjr als oier 3of)rtoufenbe Sdjrift», Brief« unb 3eitungsu>efen, Budjfjanbel 
unb Bibliotljefcn ; mir b^iren oon ben Bibliotfjefen ber Babqlonicr, oon ben 3ettungcn im 
alten Rom, oor allem aber von ber gro&arrigen <EntotdI:u;g, bie „Sdtrift» unb Budjroefen" in 
ber neuefteit 3ett, insbefottbere feit Crfinbuitg ber Budjbruderrunft genommen b.aben. 

1 f. a. Buchgewerbe. 

Scr)ul regierte. Bon prioatbo3ent Dr. £eo Burgerftein. mit einem 
Bilbnis nub 33 Siguren im (Eert. (Itr. 96.) 

Bietet eine auf ben 5orfd)uitgen unb £rf abrangen in ben oerfdjiebenften Kulturlänbem beruljenbe 
Darftettung, bie ebenfo bie fjrjgiene bes Unterrtd)ts unb Sdjullpbeus u>ie Jene bes Kaufes, 
bie im 3ufammenb,ang mit ber Saude ftehenöen modernen materiellen IPoblfabrtsein. 
ridjtungen, enblidj bie b.ogientfd}e Unterroeifung ber 3ugenb, bie tjqgiene bes teljreTS 
unb bie Sd>ular3tfrage beb.anbelt 

Sd)ufa>efen. <5efcht<hte bes beutfehen Schufoefens. Bon (Dbcrrealfchul- 
bireftor Dr. K. Knabe. (Ttr. 85.) 

Stellt bie €ntu>i(flung bes beutfd)en Sd)uluxfens in feinen fjauptper loben bar unb bringt fo 
bie anfange bes beutf Aen Sdjuliuefens, Sdjolafri!, Humanismus, Heformation, Gegenreformation, 
neue Bilbungsjiele, Pietismus, pb.ilantb,ropismus ( flufflärung, Iteubumanisraus, prin^ip ber 
aüfeitigen flnsbüöung oermittels einer ÄnftaXt, Heilung ber arbeit unb ben nationalen 
tjumanismus ber Gegenwart 3ur Darstellung. 

Schulfämpfe ber €>egenu>art. Borträge 3um Kampf um bie 

Dolfsfchule in preufjen, gehalten in ber fjuntbolbt-fltabemie in Berlin. 
Bon 3. tteros. (Itr. 111.) 

Knapp unb bod) umfaffenb ftcllt ber Derfaffer bie Probleme bar, um bie es fid} bei ber 



Reorgantfatton ber Dolfetoule bändelt, beren Stellung' ju Staat unb Xirdjc, beren abhängig, 
feit oon 3eitgeift unb Seitbebürfnifjen, beren IDidjtigreU fte bie heraus geftattuna, einer 



Bolfsfchule unb Cehrerbilbung ber Bereinigten Siaattn in ihren 

heroortretenben 3ügen. Reifeeinbrücfe. Bon Bireftor Dr. 5r an 3 Kümpers, 
mit 48 Hbbilbungen im tEert unb einem Hitelbilb. (Hr. 150.) 

Schilfert anfdiaulid) bas Sd]uln>ejen 00m Kinbergarten bis j$ur Fjodjjdjule, überall bas 
U?ejentl;d}e ber amerUanif(b,eii (Ersieb.ungsweife (bie ftete Crtfeijung $um £eben, bas tPeden 
bes Betättgungstrtebes, bas rjmörängen auf prarhjd>e Denoertung ufw.) beroorljebenb unb 
unter beut (Befidttspunfre ber Beobadjtungen an unferer fdnUentlajfenen 3ugenb in ben 5ort» 
bilbungsfdtulen jum Oergleid) mit ber f)eimt|J)ca Unterdd)rsu»eife anregenb. 

f. a. Bilbungswefen; Sröbel; ^ilf sf djutoef eu ; cjochfchule«; Jugenb* 



fürforge; mdbchenfd)ule; p&bagogit. 
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Seefried f. Kriegsroefen. 
Seele f. Ittenfd). 

Stjafcfpeare un5 feine 3elt. Don profeffor Dr. (Ernft SicpcT. 
mit 3 (Tafeln unb 3 EertbUbern. (ttr. 185.) 

(Eine „fcuifüfjrunq in Sfjafefpeare", öie ein tieferes Derftänönis feiner tDerfe aus öer Kenntnis 
der oettoerfjaltitifi'e, wie öes Cebens öes Didiers gewinnen laffen »fit, die Chronologie 6er 
Dramen feftjujtellen, öie oerfd)ieöenen Pertoben feines ötcf}tertfcf}cn Staffens 3U djarafteri» 
lleren uno \o ya einer töcfamrtDüröigung Srjafefpcares, 6er (Eigenart un6 etr/ifch,en XDirtung 
feiner Dramen 3U gelangen Judjt. 

Sinnesleben f. Ittcnfdj. 

So3iole Bewegungen. So3iaIc Bewegungen unb Theorien bis 3ur 

mobernen Arbeiterbewegung. Don Profeffor Dr. <5. Ittaier. 3. £luf[. (Hr. 2.) 

3n einer gefd)id}tlidjen Betradjtung, 6ie mit öen altorientalifdjen Kulturoölfern beqtnnt, 
roeröen an öen 3toet großen rotrt|d)aftIid)en Sdjriftcn piatos öie tDirtfdjaft 6er öjrfcdjeu, 
an Oer (Bracdn'fdien Beroegung 6ie 6er Römer beleuchtet, ferner 6ie Utopie Oes Hfjontas ITTorus, 
anoererfeits Oer Bauernlrfeg berjanbclt, öic Bejtrebimgen (lolberts unö Oas ITCerfantiliTjftem, 
btepfynjiof raten unö öie erfreu roiffenldiaftlidjeu Staatsurirtfcrjaftslefjrer gerouröigt uno über 
öle (Entjtebung öes So3iaIismus unö öie Anfänge öer neueren fjanoels*, Zoll» unö Derfeijrs. 
poltttt aufgeflärt. 

f. a. flrbeiterfdjutj ; 5 rau « n & croe 3 un 9« 

Spiele f. mat^emattf. 

Sprache f. IUutterfpradje; Stimme. 

StäMetoefen. Die Stabte. (Beograptjifcf) betrautet. Don profeffor 
Dr. Kurt tjaffert. mit 21 Abbildungen. (Itr. 163.) 

BcfyanöeJt als Derfud) einer allgemeinen (Beograpbje öer Stäöte einen Öer roict|ttgften Ab» 
fdjnitte öer Steölungstunbe, erörtert öie Urfadje öes <£ntftcb,ens, tUcdjjens unö Bergenens 
Oer Stäöte, djarafterifiert tt)re ianörotrtfcfinftlt<f|e unö Derfeb,rs«Beöeutmig als (Brunölage öer 
(broBltaötbilöung unö fd)üöert öas Siaatebtlö als geograpf)i(d)e €rfd)einung. 

Deutfä^e Stabte im b Bürger im Trtittelalter. Don profeffor Dr. 

B. fjeil. 2. Auflage. Hut 3ab,Ireidjen flbbtlbungen im <Ee$t unb auf 
1 Doppeltafel. (Hr. 43.) 

Stellt öie gefd)icr)tlidje (fntroidlung bar, fd>ilöert öie u>irtfd)aftlid)en, fojialen unö ftaaisrecrjt- 
lidien Dertjältnifle unö gibt ein sufammenfaffenöcs Bilö oon öer äußeren €rfcb.einung unö 
öem inneren Ceben öer öeutfä)en Stäöte. 

— f)iftorifd)e Stäbtebüber aus FjoIIanb unb lUeberbeutfdjlanb. Dorträge 
gehalten bei ber <Dberfcf)ulbef)ör6e in fjamburg. Don Regierungs-Baumei|ter 
fl Iber t (Erbe. IHit 59 abbilbungen. (tlr. 117.) 

BKll öem als 3eid)en roadjfenöen Kunfroerftänoniffes 3U begrfigenöen Sinn für öie Rei3« öer 
alten malertfcrjen Stäötebilöer öurttj eine mit Abbildungen retdj unterftüfete Sdjilberung öer 
]o eigenartigen unö oielfadjen rjmlidtfeit Alt«r}ollanbs roie nteöeröeutfdilanös, femer Damtgs, 
£übe<fs, Bremens unö Hamburgs uidjt nur 00m rein fttnftlerifc^en, fonöern aud) 00m fulrur. 
gefcb.id)t(icb,en Stanöpunlt aus entgegen tornmen. 

— Kulturbilber aus grted)ifcf)en Stäbten. Don Oberlehrer Dr. €rid) 
3iebartl}. Ultt 22 Abbilbungen im fcert unb auf 1 (Tafel. (Ztr. 131.) 

Such,t ein anfd)aulid{es Bilö 3U entroerfen oon öem Ausfegen einer altgried}i|d]en Staöt unö 
oon öem ftäötifd]en Ceben in it)t, auf (brunö öer Ausgrabungen unö öer injdjnftlidien DenN 
mäler; öie altgrtecb.iidb.en Beig|täöte Zi)eva, pergamon, Drienc, Blilet, öer (Tempel oon Dioijma 
»erben geftb,il5ert. Staötpläne unö Abbilöungen fudfen öie eiri30lnen Stäötebilöer 3U erläutern. 
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Siereoffop. Das Stereoffop unb feine Antoenbungen. Don profeffor 
Efy. Jjartroig. Iffit 40 Abbilbungen im tEejt unb 19 ftereoffopifdjen 
(Cafein. (Kr. 135.) 

Bemäntelt bie ücrfdiicöenen (Erlernungen unb praftü*cn flnmenbungen ber Stereoftopie, ins« 
befouöerc öie ftereoffopifd)cn IMmnicIsphotograp^ien, bie ftereojfoptfd)e Darftellung mifro« 
ffoptjdjer ©bjefte, bas Stercoffop als RteBtnjtrument unb öie Beöeutung unb flnroenöung öes 
Stereofomparators, insbefonbere in be3ug auf pfjotogrammetrifdie me|fungen. Beigegeben 
find 19 ftereoffopifdie Cafein. 



f. a. ©pttf. 



Stimme, bie menfdjltdje, unb tfpre fjrjgiene. Sieben oolfstümlidje Dor« 

Iefungen. Don profeffor Dr. p. (Derber. ITttt 20 Abbildungen. (Ilr. 136.) 

Rad> ben nottDenblgften (Erörterungen über öas Suftanöefommen unö über bit natur ber 
tEöne rolrö ber Keb.Ifopf bes RTcnfd}en, fein Bau, feine Derridjtungen unb feine funftlon als 
muflfaltfdjes Jnftrument bebanöelt; bann »erben bie ©efang. unb öie Spredjftimme, tyre 
Ausbildung, ibre 5el)ler unö (Erfranfungen, fomie beren Derfjütung unb Beljanölung, ins* 
befonbere (Er! altungsfranlb.eiten , bie profejfioncUc Stfntmfdjtcädie , ber flltoljoleinflufj unb 
bie HbljSrtung erörtert. 

Straften. Sidftbare unb unftcbtöare Straelen. Don Profeffor Dr. H. Börn« 
ftetn unb Profeffor Dr. ID. Ittardmalb. mit 82 Abbilbungen. (Hr. 64.) 

Sdjtlöert bie nerfdjleöenen Arten ber Straelen, barunter bie Katfyoben« unb Röntgenftrablcn, 
bie fjerfcfdjen tDellen, bie Strahlungen ber raöloalttoen Körper (Uran unö Rabiunt) nadj trjrer 
<Entftcb.ung unb RHrf ungstoeife, unter DarftelTung ber diarafterifttfetjen Dorgänge öer Strahlung. 



f. a. £td}t. 



SüfttoaffeV'Planfton f. pianfton. 

XLcd\nlt. Am faufenben tDebftufyl ber 3eit. Überfielt über bie IDirfungen 

ber (Entundlung ber naturroiffenfdjaften unb ber (Tedmif auf bas gefamte 

Kulturleben. Don <5ct>. Uegierungsrat profeffor. Dr. ID. £aunt)arbt. 

2. Auflage. l)Tit 16 Abbilbungen im tTejt unb auf 5 ttafeln. (Hr. 23). 

(Ein geiftreidjer Rütfblid auf bie (Entoitflung ber RaturtDiffenfdjaftcn unb ber lEedjnif, öer 
öie RMtrounbcr unferer 3cit uerbanft toeröen. 



f. a. Automobil; Beleudjtungsarten; Dampf; <Eifenba!men; (Eifeu- 

fyüttentDefen; (Eleftrotedmif ; 5untentelegrapb,ie; t}ebe3euge; 3ngenieurtedpttf; 
ITtetalle; ITIifroffop; pfla^en; Poft; RedjtsfdjMf; Stercoffop; Sedmifdje 
t)od)fdjuIen; (Eelegrapfne; IDärmefraftmaf deinen. 

{Technologie, dicmifcfjc, f. Pflan3en. 

See f. Kaffee. 

3elcgrapt)ic. Die tlclegrapljie in ifjrer (Entmirflung unb Bebcutung. Don 
Poftrat 3. Bruns. mit 4 Siguren im Gert. (Ur. 183.) 

(fcibt auf öer (Brunölage cingcljcnöer praftifäjer Kenntnis öer entfd)Iägigen Derb,ältniffe einen 
(Einblicf in bas für bie heutige Kultur, fo bcbeutungsoolle <5cbiet ber aelegrapf}ie unb feine 
großartigen Sortfäjrttte. Rad) einem UberbUct über bie (Enttoitflung biefes Ra i)rid)tcnu)efens 
aus feinen afuftifdjen unb optifdjen RnfÖngcn werben 3unäd]ft bie internationalen unb 
nationalen redjtlidj cn, öanad} öie tedjnifdjen (Brunölagen (Stromquellen, Ccitungen, Apparate jc.) 
beb.anöclt, foöann öie Organisation öes 5crnfpred|tDefens, öie Unterfectabel, öie großen feft» 
Iänöifäen ITeicgraptjen ihnen unö bie einßclncn 3rocigc bes Helegrapfjen» unb $ernfprca> 
betrlebsöicnftcs erörtert. 

f. a. Sunfentetcgrapfjte. 

t!f)eoloßtc f. Bibel; (Ih.riftenlum ; 3cfu$; Cutljcr; paläftina; Religion. 
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at er leben. Cierfunbe. dhne (Einführung in bie Zoologie. Don prioat* 

Ö03«nt Dr. Kurt Pennings, mit 34 Hb b Übungen. (Hr. 142.) 

SHtl bie Cinhdtlld|feÜ bes gefamten Hier reifes jum flus^rud bringen, Bewegung vinb Ctmp. 
ftnimng, Stofftoedjjei unb ^ortpflan^mq als i>fe djarafterifterenben iiaenfdfeften aller ttiere 
barftetleu und fobanu bie Satlgfdt bes ILierldbes aus feinem Bau «crftfinbndj matten, wobei 
ber Sdjmerpu«lt 6er Darftellung auf bie Cebensrodfe ber Ciere «elegt tft. So «oerbe* wad) 
einem Derglei* öer brd Haturreiche bk Bdtar.btdle bes tierifdjen Körpers bebanbeU, fotamt 
ein ÜberMief Ober 6te ff eben großen Kreife bes dierrei(f)es gegeben, femer Brmegtrng unb 
Bcwegungsorgane, Aufenthaltsort, Bcaufeifein unb «Emcftnbung, Heroeafaftem unb Sinnes» 
oraane. Stoffmecbfel. ^ortcflantima unb CEntroicfluna erörtert. 

3u>iegeftatt ber <5efd)led)ter in ber Cierröert (Dimorphismus). Don 

Dr. Sriebrt^ Knauer. mit 37 HMnlbungen. (ttr. 148.) 

3rigt, ber ungefdi!ea>tli$en 5e-rtpfTanjunq 3abjrdd*er nieberfter liere ausgeipxb, »ie 
ftd} aus btefem r)ermapt5robittsmus alfm&tyid) bie 3roefqefcMf c^ttgfeit h,ertrtreg*bftbet bat unb 
fid> bei »erfd}iebenen «Tierarten «u auffdTttgftem gef<hled}tlid}em Dtmorphtsmas «rrroMctt, an 
intereffemten fällen foldjer Derfd)leöenf)eit 3tDif<t)e« nlännd>en unb tt>etbd>en, roobei Dielfad} 
bit Brutpflege in ber Itrrn>elt unb bas Behalten ber mannten ya berfelben erörtert toirö. 

Cebensfcebingungen unb üerbreitung ber (Eiere. Don profeffor 

Dr. (Dtto lllaas. mit Karten unb flbbilbungen. (Itr. 139.) 

Cefjrt bas Derbaltuts ber ttteroelt 3ur (5e)amtbeit bes Cebens auf ber (Erbe oerJtänbmsDoII 
afjnen, 3eigt bte liertoelt als einen Seil bes organifd)en €rbgan3en, bit Abt)ängigteH ber 
Derbreitung bes Hieres Kid)t nur von beffen Cebensbebingungen , fonbern aud) von ber €rö> 
gefd}id|te, ferner oon Ilaljrung, Sewperatur, £td>t, Cuft, 5cucS»tigIeit unb Degrtation, tote 
non bent Eingreifen bes Iltenftben uno betrautet als (Ergebnis an ber ffanb oon Karten bit 
geograpMfdie Einteilung ber Itermelt auf ber €rbe nadj befonberen (gebieten. 

— Die tCierroett bes Ittirroffops (bte Urtiere). Don Prtoatbo3ent 
Dr. Ridjarb (Bolbf djmibt. mit 39 Hbbilbungen. (Hr. 160.) 

Bietet nad? bera Grunbfafe, bafj 6ie Kenntnis bes (Ehtfadjen grunblegenb 311m Derftänbnis bes 
Kompii3ierten ift, etme einfübjeube Darfteilung bes Cebens unb bes Baues ber Urtiere, biejes 
mifroffoptfd) flehten, formeureidjen, unenblidj 3at)lreid)e« <fje|d)ledjtes ber ttiertoeft unb fteflt 
nid)t nur eine anregenbe unb burd} flbbilbungen inftruftioe Cettfire bar, jonbem oermag 
nawenflid} aud> xu eigener Beobad)tung ber »tdjtigen unb intereffanten aatfadien oom Bau 
mtb aus bem Ceben ber Urtiere «niuregen. 

Die Be^ieljungen ber ttiere 3ueinanber unb $ur Pflan3enu)elt. Don 

Profeffor Dr. K. Kraepelin. (Hr. 79.) 

Stellt tn großen 3ügen dne 5üll€ roedifelfciHger Bedungen ber (Drganismen 3udnanber 
bar. 5amilienleben unb Staatenbllbunq ber liiere, tote bie intereffanten Be3ieb.ungen öer liiere 
unb Pflogen 3ueinanber »erben gefdjUbert 

f. 0. flmeife; ttTenfü) unb (Tier; Pflanzen; pianfton. 

{Tontunft f. mufif. 

XTuberfutofe. Die (Euberfulofe, if\x tDefen, ib.re Derbreitung, Urfadje, 
Derrjtitung unb f)eilung. (ßemeinfajlid) bargeftetlt con ©berftabsar3t 
Dr. ID. Sdjumburg. mit 1 tCafel unb 8 Siguren im (Eert. (Hr. 47.) 

Scbübert nad) einem Überblid Aber bie Derbreitung ber Huberfulofe bas iDefeu berfdben, 
befd}5ftigt fid) eingeh,enb mit bem l£uberfelba3inus, befprtibt bie Btagnabmen, buvd) bie man 
ihn oon fidj fcrnh.alten fann, unb erörtert bie Stögen ber Teilung ber tlubcrfulofe, cor allem 
öie trogienlfäVMütetifche Betjanblung in Sanatorien unb Cungenfjeiiftätten. 

Surrten f. (Bnmnaftif. 

Unterri<f)tsn>efen f. Bilbungsroefen; (Er3te!}ung; f}ilfsfd)uln)efen; fjodj» 
faulen; mäbdjcnfcr|ule; päbagogü; $d)utb.ngiene; Sdjultoefen. 

ütilftarismus f. Cebensanfcrjauungen. 
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tferfaffung. <Brunb3üge ber Derfaffung bes Deutzen Reimes. Sed^s 
Dorträge oon Profeffor Dr. <E. Coentng. 2. Auflage. (Hr. 34.) 

Bcabfidjtigt in gemcinoerftänblid)cr Sprache in bas Dcrfajjungsredji bes Deutzen Rcidjes 
einführen, fotoeit 6tcs für jeben Deutfdjcn erforberiid} i(t, unb burd) flufroeifung bes 3u» 
fammcnljangcs fotote öurdj gefd)tdrtUd)e Rüdblide un6 Pergleidje ben richtigen Stcmbpuntt 
für öas Dcrjtänönts bes geltenden Reddes 3u geahnten. 



{. a. 5ürftcntum. 



&er!cf)rsentn>i<flung. Derlefjrseniuncflung in Deutfcfjlanb. 1800-1900. 

Vorträge über Deutfdjlanbs (Eifenbaljuen unb Binnenu>afferftra&en, iljre 

(Enturidlung unb Derumltung, fotoie Ujre Bebeutung für bie heutige DoIfs= 

wirtfdjaft oon Profeffor Dr. ID. £ot$. 2. Huf läge. (ITr. 15.) 

<5lbt nadj einer füllen Überfidjt über bte r}üuptfortfd}rittc in ben Dcrtcljrsmittclii unb beren 
roirtfcbaftücb.e tDirfungeit eine (Befdjidjte bes <Etfenbaljnu>efens, fdjtlbert ben feurigen Stanb 
ber (Etjenbalmoerfaffung, bas (Bütcr» unb bas Perfonentarifroefen, bie Reformuerjudie unb bie 
Reformfrage, femer bte Bebeutung ber Btnnenroafjerftra&en unb enölttf) bie IDtrrungen btr 
mobernen Derfeljrsmittei. 

f. a. Automobil; (Eifenbafyien; $unfenteTegrapb>; pofl; Sdjiffoljrt; 



Gedornt; (Eelcgraptjie. 

Dcrfidjcrung. 6runb3Üge öes Derfi<$erungsn>efens. Don profeffor Dr. 
A. ITtanes. (Hr. 105.) 

Beljanbelt foruoljl bie Stellung ber Derftd>erung int tDirtföaftsIcben, bie €ntn>iiflung ber Der« 
Hdjerung, bie (Drganifatton iljrer Untcrneb,mungsformen,ben ©efdjäftsgang eines Derfidjerungs» 
betriebs, bie Der|idjemngspolittf, bas Derfirf)erungsoertragsred)t unb bie DerfldjerungstDiffen« 
fdjaft, als bie ein3elnen önxige ber Derjidjerung, toie £«bens»erftdierung, Unfauoerftd}erung, 
t7aftpflid}roerfid)erung, ttransportDerftdiening, 5eueroerfid}crung, r)ageloerftd]erung, Dieb.. 
»erfia?erung, Heinere Dcrfid}erungs3u>cige, Rudüerftdjcrung. 



f. a. Arbetterfcfjufc. 



DoUslicfc. Das beutfdje Dolfslxeb. Über tDefen unb tDerben bes beutfdjen 
Dolfsgefanges. Von Prioatbo3ent Dr.3.ID.Bruinier. 2. Auflage, (tlr.7.) 

r)anbelt in fdpungooUez Darftellung com tDefen unb tDerben bes beuifdjen Dollsgefanges, 
unterrichtet über bie beutjdje Dollslieberpflege in ber (Begenoart, über IDefen unb Urfprung 
bes beutf djen DoRsgefanges, Stop unb Spielmann, Gefdjidjte unb Rtär, Ccben unb £iebc 

Dolfsfdjule f. Sdjufaefen. 

DoUsftammc. Diebeutf{f)enDolfsftammcuub Canbfdjaften. DonProf.Dr. 
<D.H>eife. 3. Auflage, mit 29 Abbilb. im Gert unb auf 15 tafeln. (Hr. 16.) 

SdjUbert, bureb eine gute ftustoab.1 von Stäbte*, £aubfd)afts* unb anöeren BUbem unterftufct, 
bie (Eigenart ber beutfdien (Baue unb Stämme, bie d}araftcrijtt;d}en <Eigemümlid)tctten ber 
£anbfd)aft, ben (Einfluß auf bas (Temperament unb bie geiftige anläge ber Rtenfdjen, bie 
£ciftungen Ijeroorragenber Htänner, Sitten unb ©ebräudje, Sagen unb RIärd}en, Befonber« 
Reiten in ber Spradje unb r)auseinrid)tung u. a. m. 

DoUstt)irtfd)aftsler>re f. Amerifa; Arbciterfdjufc; Beuölferungsleljre; 
Bud)geu)erbe; Deutfd)lanb; Srauenbeiocgung ; 3apan; Soziale Betoegungen; 
Derf ef)rsentu)i(f lung ; t>erfiä]erung; IDirtfd]aftsgefd)id^te. 

VOalb. Der beutfd^e tDalb. Don profeffor Dr. fjans t}ausrat^. mit 
15 (Ecjtabbilbungen unb 2 Karten. (Hr. 153.) 

Scb.ilbext unter befonberer Berudiid)tigung ber gefd|id)ilid>en Cntmtdlung bie Cebcns» 
beötngunqen unb ben 3uftanb unferes beutfd]eu EDälbes, bie Deru>enbung feiner (Erjcugniffe, 
foioie feine günftige (Einsoirtung auf Klima, Sruditbarfeit, Sicberljcit unb (befunuhett bes 
£artbcs unb erörtert jum Sdjlufle bie Pflege bes IDalbes unb bie Aufgaben feiner €iq«n* 
tümer, ein Bud>I«in alfo für feben IDalbfreunb. 
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tDareti3cid)cnred)t f. (Bewerbe. 

tDärme. Die Cef)re oon ber tDärme. ©ememDerftänblicf} bargeftellt von 
Profeffor Dr. H. Börnftein. ITCit 33 flbbitbungen im (Eert. (Ilr. 172.) 

Bietet eine flare, feine erqcbltdjen Dortenntmjfe erforbemöe, alle oorfoimnenoen (Erpertmetrte 
in tDorten unö trielfad) öurd] 3eid)nungen fdjilöernöe Darftellung öer {Eatfadjen unö ©efetje 
öer Wärmelehre. So roeröen flusöcqnung erwärmter Körper unö ttemperaturme{fung, IDärme» 
meffung, IDorme» unö Kältequcllen , tDärme als (Energieform, Scqmel3en unö (ETftarren, 
Sieben, Deröampfen unö Perflüf figen , Pcrqalten öes ÜDafferoampfes in öer Rtmofpqäre, 
Dampf, unö anöcre roarmemafd]tnen unö fdjlte&iid] Bewegung öer IPärme beqanöelt 

1 f. a. (Eljemie. 

tDärmerraftmafdjtrten. (Einführung in bie {Theorie unö ben Bau öer 
neueren tDärmefraftmafdn'nen (töasmafä^men). Don Prof. RidjarbDater. 
2. Auflage, mit 34 Hbbilöungen. (Hr. 21.) 

IDill 3ntercfje unö PerftSnbnis für öie immer »irriger toeröenöcn (Bas», Petroleum» unö 
B«n3inmafd>tnen enoeden. Itad) einem ehtleitenöen flbftqnttte folgt eine furje Befpredjung 
öer oerfd}ieöenen Betriebsmittel, tote Ceudjtqas, Kraftgas u\w., öer Ptertaft» unö öroeitart- 
mtrfung, moran Jicq öann öas IDtdjtiqft« über öie Bauarten öer (Bas*, Benzin«, Petroleum« 
unö Splrltusmajcqtnen fotoie eine Darstellung öes IDärmemotors patent Diefel anfdjliejjt 

— — — Heuere $ortfäfritte auf bem ©ebiete ber tDärmefraftmafdjinen. 

Don Profeffor Rid)arb Dater. Hut 48 Hbbübungen. (Hr. 86.) 

(Dqne öen Streit, ob „Colomobile oöer Sauggasmaf djine", .Dampfturbine oöer 
iBro&qasmafdiine", enticqeiöen 3U wollen, beqanöelt Derfaffer öie ein3elnen mafdjtnen» 
gattungen mit Rüdjtcqt auf ibre Porteile unö ITadjteile, roobel im zweiten tCeil öer Perfucq 
unternommen ift, eine möglidjft einfaßt unö lefdjroerjtänbltaV (Einführung tn öie tHjeorte 
unö öen Bau öer Dampfturbine 3U geben. 

f. a. Dampf. 

tDaffer f. (Eljemie. 

IDcWall. Der Bau bes tDeltatls. Don Profeffor Dr. 3. Steiner. 
2. Auflage. Ittit 24 Spuren im ftejt unb auf einer fcafel. (Hr. 24.) 

Stellt nadj einer Belehrung über öie toirflidjen Perqältniife oon Raum unö 3eit im IDeltaH 
öar, toie öas tDeltall oon öer (Eröe aus erfdjeinl, erörtert öen inneren Bau öes Weltalls, 
Ö. q. öie Srrurtur öer felbftanbigen fymmelsrörper unö idjlie&iidj öie Jrage über öie Su&ete 
Konftttuilon öer Siifternwelt. 

f. a. flftronomie. 

IDcTtanfcfyauung. Die tDelianfdjauungen ber großen pijilofopljen ber 
ITeu3ett. Don Profeffor Dr. £. Buffe. 3. Auflage. (Itr. 56.) 
ZDilt mit öen beöeutenöften (Erfdjetnungen öer neueren Pqilojopqie belamtt matten unter 
Befdjränfung auf öie Darftellung öer großen flafTifdjen Sqftcme, öie es ermöglicht, öie be» 
qerr|cqenöen unö tqarafterifttftqen (Brunögeöanlen eines ieöen fcqarf qeraus3uarbeiten unö 
jo ein möglidj|t flares (befamtbilö öer in iqm enthaltenen DMianfcqauung 311 entwerfen. 

f. a. Kant ; Cebensanfdjauung ; lUenfd^enleben ; pb.ilofopb.ie ; Rouffeau ; 

Sdjopcnfjauer; IDeltproblem. 

tDeltäifter f. molefüle. 

XDctttianbet. <Befd)icf)te bes tDeltfjanbets. Don Oberlehrer Dr. IHaf 
(Beorg Säjmibt. (Hr. 118.) 

(Eine 3ufammenfajfenbe Überfitbt öer (Entmidelung öes flanöels füqrt oon öem Altertum an 
über öas nttttelalter, in öem Konftantinopel, feit öen Kreu33Ügen 3talien unö Deutfcqlanö 
öen TDclroerfeqr beberrfdjen, 3ur Iteu3eit, öie mit öer fluffinoung öes Seerocgs nadj 3nöiett 
unö öer (Entöedung flmerifas beginnt unö bis 3UT (Degencoart, in öer audj öer öeutrcb,e 
Kaufmann nad) öem alten Ejanfaxoort m VXein 5*lö ift öie U>elt- öen gan3tn feöball erobert 
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töettproblem. Das tDelrproblem oon pofituuftifäjem Stanbpunfte aus. 
Don pdoat6o3ent Dr. 3. pefcolbt. (Itr. 133.) 

Sud]t die (Befdjidjte bes nadidenlcns Aber öie TD dt als eine ]lnnt>otle ©ejdjidjte von Irrtümern 
pfoqoiogifd} üerjtändltcb, 3U madjen im Dienfte 6er non Schuppe, TRad) und aoenartus ocr. 
treienen anfdjauung, bafj es feine XDelt an fidj, fonbem nur eine tPelt für uns gibt 3hre 
Elemente ftnb nidjt Atome ober fonftige nbfolute (Ertftenten, fonoem Sorben», (Eon», Drud», 
Raum-, 3ett- ufu>. (Impft nbungen. Uroftbem aber ftnb die Dinge nidjt bloß fitbjef tft» , nldjt 
bieg Bexougtfeinserfdjeinungcu r vielmehr muffen öie aus Jenen (Empfindungen 3ufammen» 
gefegten Beftanbtctle unterer Umgebung forterlftierenb gebadet roerden, audj wenn wir ftc 
nidjt mefjr tDafjmefjmen. 



f. a. pfjilofopfjie; tDeltanfäjauung. 



tDeltrötrifdiaft. Deutfäjlanbs Stellung in ber tDeltxairtfdjaft. Von 
Profeffor Dr. Paul Hrnöt. (tlr. 179.) 

IDtll in bas IDundertDerf menfd>lid|en Sctjarf jinns, menfd|lid}er (Befqtcf Hdifcit unb menfcb.IUb.ec 
Kübnbeit, bas bie tDeIta>irt|d)aft barfteilt, einführen, inbem untere tDirtfd)aftltd)en Be3iebungen 
3um fluslanbe bargeftellt, bie Urfadjcn ber gegenwärtigen beroorragenben Stellung Deut|ä> 
lauös in ber tDeItrofrtj<b,aft erörtert, bie Dorteile unb (Befahren biefer Stellung eingebend 
beljanbelt, unb endlid) bie Dielen oirtfd;aftIid}en unb polittfdien aufgaben fÜ33«rt »erben, 
bie fid) aus Deutfdjlanbs internationaler Stellung ergeben. 

tDetter. XDinb unb tDetter. §ürf Dorträge über öie förunblagen unb 
nucfjtigeren Aufgaben ber ITTeteorologie. Don Profeffor Dr. Cconfj. tDeber. 
mit 27 Siguren tm CCejt unb 3 Cafein. (Hr. 55.) 

Switbert bie biftortfdjen tDur3ein ber ITteteorologie, ibre pt)t)fifalifdben Grundlagen unb ihre 
Bedeutung im gefamten (Bcbiete bes IPiffens, erörtert bie bauptfädjlidjften aufgaben, bie bem 
ausübenben ITteteorologen obliegen, wie bie praftiidje anroenbung in ber XDetteroorrjerfage. 

tDtrtfd?aftsgefd)td}te. Die (Entaucflung bes beutfäjen HKrttöaftsIebens 
im 19. 3al)rf)unbert. Don Profeffor Dr. C. po^Ie. (Hr. 57.) 

6ibt in gedrängter 5orm einen Überbliet über bie geroaltige llmn>9l3ung, bie bie beutle 
DoItsu>irtfct)aft im legten 3abrf)unbert burdjgemadjt bat: bie Umgejtaltung ber CandtDlrtjdjaft; 
bie tage oon tjanbroerf unb rjausinduftrie; bie (Entfteljung ber (Brofjlnduftrfe mit tfyren Be» 
gleiterfdietmmgen; Kartellberocguna unb arbeiterfrage; die Umgejtaltung bes Derlebjsroefens 
unb bie Handlungen auf bem Gebiete bes fjandels. 

Deutfcbes TDirtfcf)aftsleben. Huf geograp^ifcf|er (Brunblage gefdjilbert 

oon profeffor Dr. (Efjr. <B ruber. ITeubearbeitet oon Dr. f} ans Rein lein. 
2. Auflage. (Hr. 42.) 

Bcabficbtigt, ein grünblid)es Derftändnis für ben flegljaften auffdjmung unferes ©irtfdjaft. 
lid)en Cebens jeit ber ÜMeberaufridjtung bes Heidts berbei3Uf üljren unb banulegen, inwieweit 
fidj probultion unb Derfcbrsbewcgung auf bie naturlid>en Gelegenheiten, bie geographica 
Donüge wnferes Daterlanbes ttüyen fönnen unb in ib,nen fidjer oeranfert liegen. 

tDirlfdiaftlidje (Eröhmbe. Don profeffor Dr. (Tb. r. ©ruber. (ITr.122.) 

IDill bie urfprünglid)en 3ufammenbäng^e 3roifd)cn ber natürlichen ausftatrung ber einseinen 
Eänder uitb ber u>irtfd)aftlid)en Kraftiiu&erung ibrer Ben>oi)ner fiar maAen unb bas Der> 
jtänbnls fßr bie roaljre llTad}tfteIIimg ber einzelnen Dölfer unb Staaten eröffnen. Das tDelt» 
meer als rjodjltrafje bes lDeltu)irtfdjaftsoerfcbrs und als Quelle ber Dollergrö&e, — bie 
£andmajfen als Sd)aupla^ alles Kulturlebens unb ber tDeltproduhion, — (Europa nad) feiner 
ujirtfdjaftsgeograpbifdjen Deranlagung unb Bedeutung, — bie ein3elnen Kulturftaaten na dj 
ibrer toirt|djaftltd)en (Entfaltung: au bies wirb in anjdjaulidjer unb grofßüglger UJeije 
Dorgcfüb.rt. 



f. a. flmerifa; Deutfdjlanb; <Eifenbaf|nen; (Englanb; Srauenarbeü; 

(Deograpfjie; Ranbtoerf; 3apan; Rom; Säjiffaljrt; Sojiafe Bercegungen; 
DerfefjrsenttDialung. 

Zoologie f. flmeifen; (TtcrTobcn. 
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Übcrjidjt nad) 

Baub»ttr. 

Abel, (Erjcmie in Küdjc unb Ejaus . 76 
flbclsborff, Das fluge .... 149 
flb.rens, matt}ematiid)e Spiele . . 170 
fllfotjolismus, b., feine tDlrluugen 

u.fetneBelämpfung,3Bbe. 103.104.145 
Hrnbt, Deutfd)lanbs Stellung in ber 

nMtrotrtidiaft 179 

flu erb ad), Die (Bruubbcgriffe ber 

moöernen llaturlebre 40 

d. Barbelcben, Anatomie bes 

menfdiert. 2 Bbe 201. 202 

Bau i ncf, natürliche unb ianftlid]e 

Pflogen unb ttierftoffe . . . .187 
Bieber mann, Die tedut. (BntxoidL 

ber (Eifenbaljnen ber Gegenwart . 144 
Biernadi.Diemob.fjeiltDinenidjaft 25 

Bitterauf, Ilapoleon 1 195 

Blau, Das Automobil 166 

B lo d) , Die ftänbi|djen u. {03. Kämpfe 22 
B l od) m an n , Cuft, IDajjcr, £id)t unb 

IDärme 8 

— (Brunblagen ber «lehrotedjn« . . 168 
Boehmer, 3efuiten 49 

— £utrjer tm Cidjte ber neueren 
Sorfdjungen 113 

Bongarbt, Die natur»ifienfd}aften 

im fjausb,alt 2 Bänbdb,en . 125. 126 
B 0 n h, 0 f f , Je jus u. feine Scttgcnoffen 69 
Börnjtein,Die Ceb,re oon b. tDärme 172 
Börnftein unblTtardroaib, Si<rjt* 

bare unb unfidjtbare Straelen . 64 
Braafd), Religiöje Strömungen . . 66 
B ruinier, Das beutfdje Dollslieb . 7 
Bruns, Die poft 165 

— Die tEeiegrapt)ie 183 

Brüfd}, Die Beleudjtungsarten ber 

(Begcmoari 108 

Bud)geu>erbe u.bie Kultur. (Dor* 

träge o. : $ode, r)ermelinf , Kau*tfcf>, 

EDaeutig, rDitiowsfl unb tPuttfc) 182 
Budjner, 8 Dortrüge aus ber (De* 

funbl)eitslet}re 1 

Burgerfteln, Sdiuib^gione ... 96 
Bürtner, Kunftpflege in r)aus unb 

tjetmat 77 

Buf fe, lDeltanfd)auungen ber grogen 

philofophen 56 

(Eoijn, 5üb.renbc Denier 176 

(trantj, flrüb.mctü unb Algebra .120 
D a e n e 1 1 , a>ef d> tdjte ber Der. Staaten 

oon Amcrifa 147 

0. Dubn, Pompeji 114 

<E d ft e i n , Der Kampf jai j djen lUenfä) 

unb Hier 18 

Grbe, rWtorifAe Siäbtebilbcr aus 

rjollanb unb llieberbeutfd}lanb . 117 
5lügel, rjerbarts teuren unb Cebcn 164 

Sran3, Der BTonb 90 

5redj, Aus ber Do^elt ber (Erbt . 61 
5renfcel, (Ernährung unb Dolls» 

nab,rungsmtttel ....... 19 

5Heb, Die mob. Sriebcnsbemegung 157 
(Beffden, Ans ber tDerbejeit bes 

ttijriftetitums 54 



6en Autoren. 

Banfctlr. 

(Berber, Die menfd|Iidjc Stimme . 136 
(Biefebredjt, Die (Brunbrtge ber 

ifraelitifdjen Reltgtonsgefd)id}te . 52 
(Diefenbaqcn, Unjcre toidjtigften 

Kulturpflan3en 10 

(B if e d ius , IDerb. u.Dergcb. b. pflanj. 173 
©olbfdjmibt.Dieltermcltb.mtfroff. 160 
(Braefc, £td)t unb Sorben .... 17 
(Braul, (Dftafiattjcbe Kunft. ... 87 
©ruber, Deutfdjcs tDtrtfdjaftsleben 42 

— l»irtfd)aftlid)e (Erbfunbe .... 122 
oj ü utt) er, Das Zeitalter ber €nt* 

bedungen 26 

t> a e n b r e , D te btf dj.Kunft L iäglXeben 1 98 

r) a b, n , Die (Eifenbaljnen 71 

».Banfemann, Der Aberglaube in 

ber Rlebmn 83 

t) artto ig, Das Stereoffop . . . .135 
fjaffert, Die polarforfdjuug ... 38 

— Die beutfd)en Stäbte 163 

3ausf)Of er, Beuölferungslebje . . 50 
ausratb., Der beutfd)e ZDalb . . 153 
ei gel, politifd)e ^auptftrömuiujcn 
in (Europa im 19. 3ab.rljunbeit . 129 
Qeil, Diebeutfdjen Stäbte unb Bürger 

im imtteialter 43 

Qetlborn, Die beutfdjen Kolonien. 
jCanb unb Ceute) 98 

— Der ttlenfd) 62 

5ennlg,£inful)r.t.b.tDejcn b.ltlufil 119 
Pennings, tiertunbe. (Eine (Ein* 

fübrung in bie Zoologie .... 142 

r)enfel, Roufjeau 180 

tjeffe, abftammungsleb,rc unb Dar» 

ttinismus 39 

tjubrid), Deutfdjes Sürftentum unb 

bcutfdjes Derfaffungsroefen ... 80 
3 a n f 0 n , ITleeresforf d).u.TTlceresleben 50 
3lberg, (BetftesfranHjetten. . . .151 
K a b, l e, 3bfen, Björn f 0 n u. i. Seitgenoff. 193 

Kaupe, Der Säugling 154 

Kau Kfd), Die beutfdje 3lluf trat ton. 44 
Ktrd)I)off, Iltenfd) unb (Erbe. . . 31 
Kirn, Die fittiidjen £ebenanfd>au* 

ungen ber (Begentoart . . . . 177 
Knabe, <Befd>. bes beutfdjen Sdjulmef. 85 
K n a u e r , 3rotegeftalt ber (Befdjled}ter 

in ber Ziermett 148 

— Die flmeifen 94 

Koller, ntobeme Reditsproblemc . 128 
Komalemsfi, 3nf initef imalredjnung 1 97 
Kraepelin, Die Be3iei)ungen ber 

Giere 3ueinanber 79 

Krebs, f)anbn, BTo3art, Beetbooen 92 
Kreibig, Die 5 Sinne bes ITlenJ djen 27 
Külpe,Diepbüofopljieb.Ce3tntt>art 41 

— 3mmanuel Kant 146 

K ü ft e r , Dermel)rung unb Serualitfit 

112 



bei ben Pflogen 

Dolrsf" 



fd)ule unb Cebrcr. 
Der. Staaten . . . 



150 



Kuopers 

biibung ber 
Cangenbed, Cnglanbs tDeltmad)t 174 
CuugbUn, Äusbera amerilanifdjen 

rüirtfd>oft$lef»en 127 
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Banb-Hr. 

Caunbarot, Äm faufcnben ©eb» 

ftut)l ber Seit 23 

Ceid\ Kranfenpflege 152 

Co« n t n q, ßruaojifge öer DerfaTfung 

bes Deutfcben Reübes 34 

Co|, DerfebrsentroidTiuig in Deutf <&/ 

lanb. 1800—1900 15 

Cujd}fnö.(Ebenqreutb,D. ITtürtje 91 
m a as , Ccbensbeblngungen ber Illere 159 
Htaier, Soziale Betoeg. u. ttb,eorien 2 
von malfcabn, Der Seefrieg . . 99 
17t a n e s , <b r un 03 . b. DerfidjerungsrDef . 1 05 
Ittaennel, Dom f)ilfsft£}ultr»cfen . 73 
mar tili, Die bösere tKäbdjenfdiule 

in Deutfd>Ianb 65 

matib««*» Deutfdje Baufunft im 

mtttelalter 8 

mc 1} 1 b 0 rn, lPaf)rbfit unb Dtdjiung 

im Ceben jc'u 137 

merdel,BUbtra.b.3ngenteurted>nil 60 

— Schöpfungen ber 3ngenteurted)ntf 
ber Reu^eit 28 

Rtertnger, Das beutfdje Baus unb 

fein Hausrat . .116 

m t c , Rlolelfile — Atome — H>«U G t h. er 58 
mieb.e,Die(ErfibeinungenbesCebens 130 
IHielte, Das beutfdbc Dorf . . .192 
HI ö 1 1 e r , Deutfd)« Ringen nacb, Kraft 

unb SAönbett 1 188 

müIler ( aedVi.QoaW$uIcnö.noröam. 190 

— Btlber aus ber a>emifd)en dedjnif 191 
d. Regelein, Germ. mt)th,oIogfe . 95 
Oppen beim, Das ajtronomifdje 

IDeltbtib im R? an bei ber 3eit . .110 
Otto, Das beutfd}e r)anbu>erf. . . 14 

— Deutfcb.es frauenlcbcn .... «55 
P ab ft, Die Knabenbanbarbeit . .140 
Daulfen, D. beutfebe Bttbungsroefcn 100 
peterfett, (Dftentlidje Sürforge für 

bie Ijilfsbebürftige 3ugenb . . .161 

— ©ffentltdje Sürforge f flr bie fittlidj 
gefäbrbete Jugenb 162 

PefcoiO, Das IDeltproblem . . . 133 
Pfannfnd>e, ReIlg.u.Raturn>inenfcb. 141 
pff&el, Ccben u. Celjre bes Bubbb.a 109 
pöble, (Entroicrtung bes beutfdjcn 

Itfirtfcbaftslebens im 19. frfyrfj. . 57 
b. Port ug oll, 5riebrid> 5röbcl . . 82 
Pott, Der acri b. neuen (Cef tarn ents 

naa> feiner geföidjtL (Entoidtung 134 
Rand, Kulturgefdjidjte bes bcutfdjen 

Bauernljaufes 121 

Ratb. gen, Die Japaner 72 

Reljmre, Die Seele bes ntenfijen . 36 
Reulauf. DieP flanjemocl t b.mifroff . 1 81 
Rhqert, pt]ilj jopfjic 186 

— Schopenhauer 81 

R i d> t e r , (Etnfübrung L b. pbilofopbie 155 
Rietfd}, (Brunblagcn ber «zonfunft. 178 
oon Robr, (Dptifdje 3nftrumente . 83 
Sarfjs, Bau u. Gattgieit bes meHfdj. 

li&en Körpers 32 

Sdjeffer, Das mirroffop .... 36 

Sd^eib, Die metalle 20 

Sdjetner, Der Bau bes IDeüaUs . 24 



Banb-Ilr. 

Sd)irm«e}er, Die «ob. Srouenbew. 67 
Sdjmtbt, «*efd)l**e bes Weltbanbels 118 
Sd>ubring, Hemfrranbt .... 158 
Sdjumburg, Die ttuberfulofe . . 47 
Sd) »einer, Reftauration u. Rcpolut. 37 

— Die Reaftlon unb bie neue ftra . 101 

— Dom Bunb 3um Reidj 102 

Sieper, Sbafefpeare 185 

oon Soben, paläftina 6 

oon Sotben, Dom Krtegsrcefen im 

19. 3abrbunbert 59 

Spiro, <Bej<bidjte ber muff! ... 143 
S t e i n , Die anfange b. menf djl. Kultur 93 
Stetnbaufen, <5ermanif<be Kultur 

in ber Urjett 75 

Stid}er,€tne (befmtbbcitsl. f . Srauen 171 

S trau 6, mtetredjt .194 

tCeid)mann,D.Befrud>tunqsoorgang 70 
Seros, S<b,ulfämpfe ber (Bcgenroavt 111 

— mob. <Er3iebung In Baus unbSä)uIe 159 
Ibie&, Deutfdje Styffabrt. . . .169 
aijurn, Die 5unrenteleqrapbje . . 167 
Nobler, Kolonialbotanft .... 184 
dolfsborf, (b eroer blicber Redjts. 

fdjuh in Deutf djlanb 138 

Ubl» (fcnifiebung unb (Entroiöüung 

unferer IRutterfpradje 84 

Unger, IDie ein Bud) entfteb.t . . I7ü 
Unolb, aufgaben unb Siele bes 

menfd|enlebcns 12 

Dater, bcbe3euge 196 

— trJ)eorle unb Bau ber neueren 
IDarmefrafrmafdjlnen 21 

— Die neueren 5ortfd>ntte auf bem 
(Bebiete ber IDärmcfraftniaidiinen 86 

— Dampf unb Dampfmajdjtne . . 63 
Derroorn, nie d? a n t r ö. Oeijteslebens 1 79 

Doges, Der ©bftbau 107 

Dofbe^r, Bau unb Ceben bor bitten« 

ben Kunft 68 

lDab,rmunb, «^e unb <Eb,eredit. . 115 
IDeber, tDinb unb IDerter . ... 55 

— DonCutb.eTjuBisnwrcf.2 0be. 125.124 

— m* 53 

tt) ebb in g, Cifeubüttenroefcn ... 20 

ttJelnel, Die (bleicbnifle 3e|u . . . 46 
IDelfe, Schrift, unb Bud|rocjen in 

alter unb neuer Seit 4 

— Die beutf<f)en Oolfsftämme unb 
Canbfdjaften . 16 

IDieler, Kaffee, lee, Kafao u::b bic 

übrigen narrot. AMfgujjgciränte .132 
rotlbranbt, Die frauenarbeit . . !ub 
RJlsIlcenus, Der Kalenber . . . 69 
IDltforosfi, Das beutfd|e Drama 

bes 19. 3afjrbunberts 51 

IBuftmann, aibredjt Dürer ... 97 
3aqarias, SÜBu>ajierp!anfton . .156 
3 an ber, Dom neroenfnjtem . . 48 

— Die Ceibesübungen 13 

3 i c b a r t b. , Kultnrbilb.a.qriefb.Stäbt. I I 
3 legier, allgemeine päbaqogif. . 33 

— Sd)iller 74 

o. 3roieMnetf «Sübenliorft, ar- 

beiterf(b,uö u. arbeiteroerji(b.erung 78 
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VERLAG VON B. G.TEUBNER IN LEIPZIG UNO BERLIN 

DIE KULTUR DER GEGENWART 

IHRE ENTWICKLUNG UND IHRE ZIELE 

HERAUSGEGEBEN VON PROF. PAUL HINNEBERG 

Von Teil I und II sind erschienen: 
Teiii, am.:: Die allgemeinen Grundlagen der Kultur der Gegenwart. 



n u a , 



Das Wesen der Kultur: W. Lexis. — Das moderne Bilduugsweseo: 
Fr. Paulsen. — Die wichtigsten Bildungsmittel. A. Schulen und Hochschulen. 
Pas Volksschulwesen: G. Schöppa. Das höhere Knabenschulwesen: A, Mat- 
thias. Das höhere Mädchenschulwesen: H. Gaudi g. Das Fach« und Fort- 
bilduugsschuhvesea: G.Kera che »stein er. Die geisteswissenschaftliche Hoch- 
schulausbildung: Fr.Paulsen. Die naturwissenschaftliche Hochschulausbildung: 
W.v.Dyck. B.Museen. Kunst- und Kunstgewerbe-Museen. L.Pallat. Natur- 
wissenschaftlich-technische Museen : ICKraepelin. C. Ausstellungen. Kunst- 
und Kunstgewerbe- Ausstellungen: J. Lessing. Naturwissenschaftlich-technische 
Ausstellungen: O. N. Witt. D. Die Musik: G. Göhler. E. Das Theater: 
P. Schienther. F. Das Zeitungswesen: K. Bucher. G. Das Buch: 
K. Pietschmann. H. Die Bibliotheken: F. Milkau. — Die Organisation 
der Wissenschaft: H. Diels. [XV u. 671 S] 1906. Preis geh. JL 16.—, 
in Leinwand geb. JL 18. — 

Teil I, Abt 3,1: Die Orientalischen Religionen. Bearbeitet von: Edv. Leh- 
mann, A. Erman, C. Bezold, H. Oldenberg, J. Goldziher, A. Grünwedel, 
J. J. M. de Groot, K. Florenz, H. Haas. [VU u. 267 S.] 1906. Preis geh. 
Ju 7. — , in Leinwand geb. JL 9. — 

Teil 1, Abt. 4: Die christliche Religion mit EinsohluB der israelitisch« 

jüdischen Religion. Bearbeitet von: J. Wellhauson, A Jülichcr, A. Harnack, 
N. Bonwetsch, K. Müller, F. X. v. Funk, E. TroolUch, J. Pohle, J. Mausbarh, 
C. Krieg, W. Herrmann, R. Seeberg, W. Faber, H. J. Holumann. [XI u. 752 S.J 
1906. Preis geh. JL 16. — , in Leinwand geb. JL 18. — 

Teil I, Abt. 6: Systematische Philosophie. Bearbeitet von W. Dilthey, 
A. Riehl, W. Wundt, W. Ostwald, H. Ebbinghaus, R. Euckeu, Fr. Paulsen, 
V»'. Münch, Th. Lipps. [VIH u. 432 S.] 1907. Preis geh. JL 10.—, in Lein- 
wand geb. JL 12. — 

Teil 1, Abt. 7 : Die orientalischen Literaturen. Mit Einleitung: Die 

Anfänge der Literatur und die Literatur der primitiven Völker. 
Bearbeitet von: E. Schmidt, A. Erman, C. Bezold, H. Gunkel, Th. Nöldeke, 
M. J. de Goeie, R. PischeL K. Gcidner, P. Horn, F. N. Fiuck, W. Grube, 
K. Florenz. [IX u. 419 S.] 1906. Preis geh. JL 10.—, in Leinwand geb. Miz.— 

Teil 1. Abt. 8: Die griechische und lateinische Literatur und Sprache. 

Bearbeitet von: U. v. Wilamowitz-Mocllondorff, K. Krumbachcr, J. Wackcrnagel, 
Fr. Leo, E. Norden, F. Skutsch. 2. Aufl. [VIH u. 494 S.J 1907. Preis geh. 
JL 10.—, in Leinwand gebunden JL 12. — 

Ten n, Abt. 8: Systematische Rechtswissenschaft. Bearbeitet von: 

K. Stammler, R. Sohm, K. Garcis, V. Khrenberg, L. v. Bar, L. v. Senffert, F. v. 
Liszt, W. Kahl, P. Laband, G. Anschütz, E. Beruatzik, F. v. Martitz. [X, LX 
u. 526 S.] iooö. geh. JL 14. — , in Leinwand geb. JL 16. — 

Probeheft und Spezial- Prospekte fi, * r *™}*™ 

' ' Abteilungen (mit 

Auszug aus dem Vorwort des Herausgebers, der Inhaltsübersicht 
des Gesamtwerkes, dem Autoren- Verzeichnis und mit Probestücken 
aus dem Werke) werden auf Wunsch umsonst und postfrei 

vom Verlaj versandt. 
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Die Kiinftler-Steinzeichnung 

„ (Original- Lithographie) == 

ift berufen, für bas 20. Jafyrfyunbert bie gewaltige Auf» 
gäbe 311 erfüllen, bie ber f}ol3fd)nitt im 15. unb 16.3af)r s 
fyunöert unb ber Kupferftid) im 18. Jafjrfyunbert erfüllt 
fyaben. Sie ift bas einige DerDielfälttgungsoerfafyren, 
beffen (Er3eugniffe tatföd^lic^ (Driginal«(öemälöen ooll* 
toertig entfpredjen. f)ier beftimmt ber Künftler fein IDerf 
oon Dornfjerein für bie {Eedjnit bes Steinbrucfes, bie eine 
Dereinfad)ung unb fräftige 5 or ^ e nroir!ung ermöglicht, 
aber aud) in gebrochenen 5^rbtönen ben feinften Stirn« 
mungen gerecht rotrb. (Er überträgt felbft bie 3eidjnung 
auf ben Stein unb übenuacfyt ben Drucf. Das IDerf ift 
alfo bis in alle (Eitelkeiten hinein bas IDerf besKünftlers 
unb öer unmittelbare Husbrucf feiner perfönlidjfeit. Die 
Künftler»Stein3eid)nung allein fdjenft uns bie fo lange er« 
fefjnte Dolfsfunft. Keine Reproduktion kann Ihr gleich- 
kommen an hün friert rchem ölert» Durcf) mecf|anifd|e 
Deroielfältigung gefyt bas eigentlidjKünftlerifdje ftets oer« 
loren, unb inbem 3umeift aud) nod) bie5<**be fefylt, roerben 
bie IDerte ber Komposition nidjt untoefentlicf) geänöert. 

töerabe tDcrfc edjter fjeimatfunft, bie einfache IKotioe ausgeftaften, 
bieten nicf)t nur bem (EtTDadjfenen tDertnolles, fonbern finb aud) 
bem Kinbe oerftänblid). Sie eignen ftcfy besffafb befonbers für 
bas beutfdje rjaus unb fönnen feinen fdjönften Samuel bilben. 
Der Derfudj fjat ge3eigt, bafc fie fid) in oorne^m ausgeftatteten 
Raunten ebensogut 31t behaupten oermögen roie fie bas ein« 
fadjfte TDotinjimmer fdjmfitfen. ftud) in ber Sdjule finben bie 
Bilber immer mefyr (Eingang. lUafcgebenbe pabagogen fyaben 
ben fjofyen IDert ber Bilber anerfaunt, mehrere Regierungen 
Ijaben bas Unternehmen burefy flnfauf unb (Empfehlung unterftütjt. 

Ocn ttluftrtcrtcn Katalog mit ca. 140 farbigen HbbU- 

= düngen ftelle IcbltiterefTenteti 
gegen Ginfcndung von 30 pfg. portfrei zur Tcrfügung. 

£eip3ig, poftftrafee 3. B. (5. tüeubner. 



_____ __— — __ 

Verzeichnis von 8. 6. Ceubners 
farbigen Künftler-Steinzeicbnungen* 

(Bro&ere Blätter: 

€rfd)iencn find ca. 80 Blätter, öaruntcr: 



BtlögrSfje 100x70 cm JCb.— 

Bonner, K, Rbenö. 
Bergmann. 3., Scerofen. 
Biete, K, Rüriengrab — 3m Stat)lwcrf b. 
don3, ID., Scfjroarjtoalötanne. (Krupp. 
Du Bots-Reqmonb, C, Art £anöfd). (Atro* 
(be^mer, B., Doifslieö. (doIis). 
(beorgi, ID., Gmte — Pflügender Bauer. 
— poftfutfdje. 
Rein, $., Arn tDebftubl 
Rerrmann, tth., Seeblid. [Kiefern, 
rjoef), 5„ ^tjdjerboote — <blet|djer — 
Kampmann, Blonöaufgang — Rerbft» 
Kanotbt, <E., (Ziagen. [abenb. 
Roman, BT n Pacftum — Rom. (Eampagna. 
Sdjtnncrcr, A., UMnterabenö. 
Sdjramm»3tttau, R., Sdjtoäne. 
Strid)'<n>apelI,tD., Ciebljetmatlanb abe — 
Rer bft im Caub — Dorf in Dünen — RTonb» 
0. Dolfmann. r)„ UJogenoesKornfelö. fnad)t. 
lDielanö.r).B.,lHatterborn — £eöt.tcud)t. 



Kleinere Blätter: 

Bflögröfje 41x30 cm. (Erfcbfenen Jino 
35 Blätter, je Jt 2.50, darunter: 

Bedert, fr- SädjHfdje Dorfftrage. 

Benörat, A., Aus alter 3eit — St. TTTaricn 
(n Dan3ig — 3atobsfirdje in flborn — 
(Drbensfomturei ITTarrcnroerber — Die 
Rtarienburg — Ruine Rieben. 

Bieje, K, (Ibnjtmarlt — (Etnjamer tjof. 

5ifentfd}er, IRaimorgen. 

Rein, $., Das Cal. 

fierbtle, R., Dorfrübling. 

fiilbenbranb, A., Was öer Rtonb enäblt 

Kampmann, <&., Rerbf tttürme— feierabenb. 

Zun%, Ä., Altes Staotdien. |boot. 

Pehet, 8.., Hm Stadttor. £anbcuo.5tfd}er. 

Stndy Ibapell. UX, 13lüb- Kaltan. tjeuernte. 

0. Dolfmann, r)., 5rübl*"9 G"f °< r Weibe. 

Reifing, W H Dresöen. fljerbft in ber (Eifel. 

Cclnmanbmappe m. 10 Bl. n. lDabl M 28.— 

Kartonmappe m. 6 Blätt. n. EDabl JC 12.— 



I0an5*$rtcfe: 

Bllbgrö&e 105x44 cm je JC 4.— 
Rcbnt'Dictor, <E., tPer tpitl unt b. Solbateit 

— IDir toollen bie golbene Brüdc bauen 

— Sdjlaraffenlanb — Sd|laraffenleben 

— (Englein 3. IPad>t — (Englein 3. r)ut 
Cang, St Um bie IDurH — Weiteres SpieL 
rjerrmann, db-» 3m ITloor — AJdjenbröbel 

— Rottäppdjcn. 



Bilogrbfje 75x55 cm JC 5.— 

(Eichrobt, r} n Säemanu — Droben Jtcbetbie 

Kapelle. 

ififentfdjer, 0)., Krab.cn im Sdwee. 

(Beorgi, ID., (tiroler Dörfdjcn. 

Reder, S-, Am Rteeresftranb — TRüble am 

Rein, Sh 3m tDasaenmalb. [ü)cif}cr. 

rjcrbtlc, R., Rehntebr. 

Kampmann, (&., Abenorot. 

Kuitban, <E.. Stille Racbt, beilige Rad)t. 

Ceiber, (D., Sonntagsftille. 

tiebermann. ct., 3m Part 

Ciner, <L, Abenbfrteben. 

Riaitbacl. <D„ Horöfeeibqü. f 

Ittunjcheiö, (E., tDinternad^t 

<!>rlif, <E., Kübe3at)l — fiäntcl unö CreteL 

<Dtto,£, (Ehriftus unb RHoocmus — ITTaria 

unb Ittarttja. 
Sd)ad>t. U)., «Einfame Weibe. 
Sdjinnerer, Ä., n?albmie|e. 
Srriä>(Ebapell, ID., 5rüblingsgä|te. 



Bunte Blätter: 

KIctnfte Künftlerftein3cid)nungen. 
BlattgrÖfje 33x2: 
(Erfrhiftion finb 16 



m. 



itfentjdjer, (D., Hm IDalbesranb. 
Qjlüd, BL, Blorgcnionnc im r)ocbgeblrge. 
Rilbenbranb, fl., Stilles (baffen. 
Kampmaun, <b„ Baumblüte — Bcrgborf. 
Knapp. ITt, Unter bem Apfelbaum, 
mattfjaei, K. (D., 3n den ntarjdjen. 
Sd)roebter, rj. ( Berg|qlögd)en. 

3n 5umierrabmen JC 1.80 

3n maf(irem Ratjmen JC 3.— 

Ceinmanbmappe mit 10 Blättern nad) 

IDabl JC 12.— 

Kartonmappe mit 5 Blättern nad) 

tDabl .* 6.— 



Porträts: Größe 60x50 cm *Ä 3.— 

Bauer, tL,(boctbe — Stiller — Cutber. 
Kampf, fl., Kailer n?ilbelm 11. 
Bauer, K., Kleines ScfjiUcrbtlö. (Brdfjc 
19x29 cm. preis 1 JC, in furnier» 
rabmen 2JC, in mafftpem Rahmen 3 JC 

Hammen: 3ub.gröfj. Blättern JtZM 
bis . K 1 7.— 3U b. Heineren 2.— bis 4.— 



Vr<*+*ts%ä« mit fat-blger OKedergabe von ca. 140 Blättern für sopf. erhalt- 
rvaiaiOy Heb vom V«rUg 8. 6. Ceubner (n Letp:(g, poftftrÄbe s. 
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farbige Kün rtler-Steinzeicbtiimgen, 

* . . . . Dodj rofrö man aud> aus biefer nur einen %efd} rauften Seil ber oor* 
b,anbcnen Bil&cr umfaflenoen fluf -äqluitg oen nefdjtum Oes Dargeboten ertennen« 
jnöejfcn es genügt ntdjt, bog bte Biloer ba f Inö, fie müfjcn auch gerauft roerbeu. Sie 
müjfcn oor allen Dingen an öle richtige Stelle gebrad)t toerben. $üt öffentliche <T>e« 
bäube unb Sdjulcn follte bas nid)t Irfjroer galten. IDenn Cetjrcr unb (feiftlidte roollen, 
toerben ffe bie mittel für einige jolchc Btlber fdjon iiberroiefen befommen. Dann jolltc 
man |idj oor allen Dinqen in prioaten Krcifen foldje Bilbcr als tmllfommene 6e|d)cnfe 
3u EDeihnaditen, 3U (ficburtstaqen, rjodiäeitsfejten unb allen öcrartigen Gelegenheiten 
merfen. (Eine berartige große £i ifjograp t)ic in ben ba3U oorrätigen Hitnftlerrarnuungeu 
ift ein 6efcbenh, das auch den verwöhnte rten 6efcbi 
Meinen Blättern crtjalt man für eine Ausgabe, öle aud) ben 
erjdjroinglidj ift, ein dauernd wertvolles 6cfdicnh." 



\di bcTrtobtgt. Hn oen 
efrteibenften ftelbbeutel 
(Cürtner-3abrbuch.) 
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